4/2. tétel:
Graphok fogalma és abrazolasa. Alapveto graphalgorithmusok. Szélességi és mélységi keresés.

G =<V, E> rendezett par, ahol:
@ hurokél V (vertex): pontok, csomépontok, csucsok, szogpontok nemiires

halmaza
\ E (edge): élek halmaza, mely egy homogen relatio V-n: EcVxV.
/ Hurokél: kezdOpontja azonos a végpontjaval.

Tobbszoros él: két pontot tobb €l kot Ossze.
Egyszerl graph: nincs benne hurok és tobbszoros €l.

Az abran 1év6 graph adatai:
@pont V={ab,c,d,e,f,g}

E = {(a,b), (a,0), (b,d), (be), (e.f), (e,2), (2.2)}
Irdnyitott graph: az élek rendezett parok, pl. (u,v) él az u pontbdl vezet a v pontba. Az u pont a kezd6pont, a v
pont a végpont. Viszont lehet az is, hogy két pont kozott symmetricus a kapesolat: (u,v) és (v,u) par is 1étezik.
Etté] még irdnyitott!
Irdnyitatlan graph: az élek rendezetlen parok. Az adott élen egyik irdny sincs kitiintetve a masikkal szemben.
Szomszédos pontok: adott kiindulépont esetén a beldle 1 1épésben elérhetd pontok. Nem irdnyitott graph esetén
mindazon pontok szomszédosak, melyek kozott 1 1épésnyi tdvolsdg van. Két pont szomszédos, ha él koti dket
0ssze; két él szomszédos, ha van kdzds pontjuk.
Pont fokszdma (foka): irdnyitatlan graph esetén az illetd csicsbdl kiinduld élek szdma. Irdnyitott graph esetén a
bemend fokszam (vagy befok) és kimend fokszam (kifok) Osszege — a befok az adott pontba befutd, a kifok
pedig az onnan kiindul6 élek szama. Isolalt (fiiggetlen) pont: fokszama 0. Egyediildllé (singli—singularis) pont:
fokszdma maximum 1 és ez is csak egy hurokél.
Ures graph: csak isolalt pontjai vannak. Teljes graph: barmely két pontot él kit dssze.
Séta: élsorozat. Vonal: olyan séta, melyben pont ismétlddhet, de él nem.
Ut: olyan séta, melyben nincsenek ismétlédé pontok. Kor: zért iit, kezdépontja és végpontja azonos.
A séta vagy 1t nyitott, ha ag#a, (vagyis a kiindulépont és a végpont nem azonos). Zart séta (it): a kiindulépont
és a végpont azonos. Mindkét esetben n jeloli a séta (Gt) hosszat, vagyis a benne 1€vo élek szamat. Zart 1t
madsként irdnyitott kor is lehet.
Teljes graph: az élek szama azonos a pontok szdmanak négyzetével. IEI=IVl. Minden pont dssze van kotve az
Osszes tobbivel, valamint hurokéllel is rendelkezik. Ritka graph esetén az [El << IV,| dsszefiiggés teljesiil.
Pont elédje (8se): olyan pont, ahonnan az adott pontunkba vezet él. Pont utédja (Ieszdrmazottja): olyan pont,
ahovd az adott pontunkbdl vezet él. Adiacentia: kdrnyék, vagyis egy adott csomdépont szomszédjainak halmaza.
Nyeld: olyan pont, melybdl nem vezet ki él. Forrds: olyan pont, ahovd nem vezet él.
Osszefiiggd (egybefiiggd) graph (irdnyitatlan): barmely két pontjat 6sszekoti élsorozat. Szétesd (disjoint) graph:
vannak csomodpontok, melyek kdzott nincs dsszekotd tt.

Erdd: kormentes, irdnyitds nélkiili graph (b). Ha Osszefiiggd,
akkor (nyilt) far6l beszé€liink (a). (A (c) sem fa, sem erdd.)
Vigdél: elhagydsdval a graph Osszefiiggd componense két /\

részre esik szét. (b) (c)
Részhdlé: G' = <V', E>, ahol V'cV, E'cE, de EcV'xV'
Silyozott graph: az egyes élekhez sulyfiiggvényt rendeliink. Szomszédsagi lista esetén konnyi tarolni.

A graphokon értelmezett relatiok — egy adott graph:

¢ reflexiv, ha minden csomépontja rendelkezik hurokéllel.

e symmetricus, ha egy meghatdrozott él létezésekor annak megforditottja is létezik. Ertelemszeriien
irdnyitatlan graph mindig symmetricus.

® antisymmetricus, ha barmely két tetsz6leges pont kozott csak egy irdnyban taldlhato €.

e transitiv, ha két olyan pontja kozott, amelyek kozott 1étezik 2 1€pésbdl allo irdnyitott séta; létezik
kozvetlen 6sszekottetés is, azonos irdnyban.

e dichotom, ha barmely 2 pontja k6zott legalabb 1 irdnyban van él.



Graphok abrazolasa

1. Csiicsmatrix
O—0O—0

o &

Inkdbb shrii graphokra, de az algorithmusok egyszeriibbek. Az irdnyitatlan graph esetén a matrix az atléra
symmetricus. Az dtléban (piros) az esetleges hurokélek taldlhatok.

2. Szomszédsdgi listdk
1-2,4; 2-3,5...etc. Ez helytakarékos, kiilonosen ritka graphoknal. Az algorithmusok esetenként bonyolultabbak.

3. Ellistdk
1-2, 14, 2-3....etc. (az Osszekotott pontpdrokat taroljuk). Csak akkor j6, ha nincs isolalt pont.

Alapveté graphmiiveletek
e ¢ldd / utéd meghatirozasa
e graph transponalt: G', ez az élek megforditasat jelenti — csiicsmatrix esetén tiikrozést jelent a tengelyre
e graph complementer: ahol él volt, ott megsziintetjiik; ahol nem volt él, ott létrehozunk — csicsmatrix
esetén a biteket ellentétesre valtoztatjuk — eredetivel egyiitt eredménye egy teljes graph
e graph symmetricus lezdsira: G + G'
e graph transitiv lezdrtja: minden létezd u—v és v—w Ut esetén u—w Ut felvétele

Szélességi keresés
Ehhez hasonl6 elvet hasznal a Dijkstra €s a Prim—algorithmus — 1asd 5. tétel.
A modszer egy kitiintetett (s, kezdd) pontbdl (csticsbol) kiindulva végignézi az dsszes élt, igy minden olyan
pontot megtaldl, amely onnan elérhet6. Ekozben kiszdmitja az elérhetd pontok tavolsagit (legkevesebb él) s—
bol. Minden pont esetén az s—bol vald elérés legrovidebb utjat tarolja.
A modszer a mar elért és a még nem bejart pontok kozotti hatarvonalat egyenletesen terjeszti ki a hatar teljes
sz€Itében (innen az elnevezés). Azelott elérjitk az Osszes, k tavolsdgra 1évo pontot, miel6tt akar csak egy, k+1
tavolsagra 1évd pontot is elérnénk.
A csuicsokon 3 szint kiilonboztetiink meg.

e fehér: kezdetben minden pont ilyen és addig ilyen is marad, amig a keresés soran el nem érjiik.

e sziirke: ha egy pontot egyszer mdr elértiink, szine sziirke lesz

e fekete: akkor szinezziik ilyenre, ha az dsszes szomszédja mar elért (tehat sziirke) cstcs
A sziirke csticsnak lehetnek fehér szomszédai, a feketének csak sziirke vagy fekete szinli szomszédai vannak. A
sziirke cstcsok jelentik a hatért a felfedezett—felfedezetlen rész kozott.
A keresés sordn szélességi fa késziil. Ez kezdetben csak a gyokeret (s) tartalmazza, ez a kezd6pont. Ha egy
fehér v pontot elériink u pont vizsgdlata sordn, akkor a fa boviil a v cstccsal és az (u, v) éllel. Az u cstcs
ezesetben a v cstcs sziildje. Mivel minden csucsot csak egyszer €riink el (vagyis egyszer szinezhetd fehérbol
sziirkévé), minden csticsnak csak egy sziil6je van — fiiggetleniil attdl, hogy mads tton is elérhetd. Beszélhetiink
viszont megel6zo és rakovetkezd csicsokrol, melyek a faban s—hez kozelebb, illetve tdvolabb helyezkednek el.
A szélességi keresésnél szomszédsagi listds tarolast feltételeziink. Adott cstics szinét a szin[u] adja meg,
elodjét pedig a T[u]. Az s—t0l vald tavolsdgot d [u] tdrolja. Q sor pedig a sziirke csucsok taroldsara szolgél
(melyeket még meg kell vizsgdlni). Az Adj [u] segitségével a vizsgalt csics szomszédait kapjuk meg.



SZK(G, s)
1 for minden u € V[G] — {s} cstcsra
2 do szin[u] «— FEHER
3 d[u] « o0
4 m[u] < NIL
5 szin[s] « SZURKE
6 d[s] <0
7 7[s] « NIL
8 Q«— {s}
9 while Q # 0
10 do u — fej[Q]
11 for minden v € Adj[u]-re
12 do if szin[v] = FEHER
13 then szin[v] « SZURKE
14 d[v] < dfu] +1
15 7] — u
16 SORBA(Q, v)
17 SORBOL(Q)
18 szin[u] < FEKETE

Az 1-4. sorok bedllitjdk az Osszes csucsot fehér sziniire.
Kezdeti tdvolsaguk az s—t8l végtelen, sziildjiikk (egyeldre)
nincs. A bedllitdsbdl az s cstics kimarad.

Az 5-8. sorok az s csticsot sziirkére allitjdk. Tavolsdga s—tdl
0, sziil6je nincs. Betessziik a Q sorba.

Az ezutin kezd6do cyclus addig tart, amig a Q sor ki nem iiriil
(9). Mindig vessziik a sor legels6 elemét (10) és keressiik az
Osszes szomszédjat (11). Ha a szomszéd szine fehér volt
(vagyis még ismeretlen csicsrdl van sz6, 12), akkor a
kovetkez6 miiveletsor zajlik: tszinezziik sziirkére, a sziilé d—
értékénél eggyel nagyobbat tdrolunk, illetve a sziild értékét
beéllitjuk (13-15). Ezutdn a mar elért (sziirke) csicsot is
betessziik a sorba (16).

Miutdn egy éppen vizsgdlt pont Osszes szomszédjat
feltérképeztiik, kivessziik 6t a sorbdl (17) és szinét feketére
allitjuk (18).

Az dbrasor egy graph fokozatos bej éréseit mutatja be, s—bdl kiindulva:
r s t u

Q



Mélységi keresés

A graphban a lehetd legmélyebben keresiink: amig
lehet, az utoljara elért, 1 kivezetd élekkel rendelkezd
csicsbdl kiinduld, még nem vizsgélt éleket deritjiik fel.
Ha a legmélyebben 1évé pont Osszes kivezetd élét
megvizsgaltuk, eggyel visszalépiink...etc. Ezt addig
végezziik, amig el nem érjiik az 6sszes csicsot, melyek
elérhetdk a kiindulépontbol. Ha maradt még nem elért
csucs, Uj kezdd csicsot vélasztunk...etc. (Az el6zd
algorithmus ledll, ha a kezdd csicsbdl elérhetd
csucsokat mar feltérképeztiik!)

A csicsok dllapotdt hasonldéan, szinekkel jeloljik
(fehér: még nem elért cstcs, sziirke: elért csucs, fekete:
mar elhagyott csics).

Meélységi erddt hozunk l1étre, a csicsokhoz (v) ekézben
két idépontot rendeliink: mikor értiik el (d [v]), illetve
mikor hagytuk el (f£[v]). Nyilvdnvaléan d[v]
idépont el6tt a cstcs fehér, £ [v] idépont utin fekete.

MK(G)

1 for minden u € V]G] cstcsra
2 do szin[u] — FEHER

3 m[u] < NIL

4 ido—0

5 for minden u € V[G] csicsra
6 do if szin[u] = FEHER

7 then MK-BEJAR(u)

MK-BEJAR(u)

szin[u] < SZURKE
d[u] « idé «— ido +1
for minden v € Adj[u] cstcsra

1 > Most érjiik el a fehér u csicsot.
2

3

4 do if szin[v] = FEHER
5

6

7

>(u,v) él vizsgalata.

then 7[v] — u
MK-BEJAR(v)
szin[u] «— FEKETE > u fekete, mert elhagytuk.
8 flu] « idé6 — idd +1

Az MK(G) algorithmus eldszor a graph minden cstcsat fehérre szinezi, a sziilgjét pedig NIL-re allitja (1-3.
sorok). Az id6 globalis valtozd, kezdetben 0. Ezutan minden csiicsra — amennyiben még fehér — meghivjuk a

madsik algorithmust (5-7. sorok).

Az MK-BEJAR(u) algorithmus a parameterként kapott cstcsot sziirkére szinezi (1), hiszen éppen elértiik. Az
elérés idejét bedllitjuk (2), majd az Gsszes szomszédos csicsot vizsgélni kezdjiikk (sorban, egymds utdn). Ha
fehér a csiics, bedllitjuk a sziiléjét, majd ismét meghivjuk (recursio!) az MK—BEJAR algorithmust. Itt a 6
kiillonbség a szélességi kereséshez képest: ugyan az u csicsbdl elvileg x—et is egy 1€pésben elérnénk, de a

mint hogy u-bdl egy 1épésben elérnénk x—et.

//////

A 7-8. sorban a vizsgalt csucsot feketére szinezziik (kozben elhagyjuk), és bedllitjuk az elhagyas idépontjat is.

Az ébra itt is egy graph bejarasara mutat be példat.

u v w u v w

‘m D @ S




