Legrovidebb utak grafokban. Negativ sulyu élek. A
Dijkstra és a Bellman-Ford algoritmus

Szeltében kereseés

Adott egy sulyozatlan, egyszert, irdnyitatlan v. iranyitott graf. Adott egy s kezdécsucs. Minden
csucsra hatarozzuk meg a legrévidebb tavolsagat s-t6l.

Megoldas: a szélességi keresés.

- Egy adott kezd6pontbol kiindulva bejarja a tobbi csucsot

- Akezddcestesbol vagy az adott rétegbdl egy 1épésben elérhetd csticsok alkotjdk az elsd/a
kovetkezo réteget

- Ratalal minden elérhet6 csucsra
— Minden egyes lépésben feljegyezzik az s-t61 mért tavolsdgot, valamint azt, hogy mely pontbdl
értik el (0s).

— Azoknak a pontoknak nem lesz 6se, amelyek nem elérhetéek s-bdl, valamint magéanak s-nek.
— Tobb 6sjelolt esetén elég egyet megjegyezni. Ezt kihasznalhatjuk egy legrévidebb Gtvonal

Kinyomtatasara.
— Ha mindegyik cslcsra rairjuk az elérési réteg sorszamat, akkor megkapjuk a cstcsok tavolsagat a

kezd6ponttol.
- Kiszamitja a legrévidebb (a legkevesebb ¢Ibdl 4110) utat

- Létrehoz egy Un. szélességi fat: amelynek a gyokere a kezdécesucs, agai pedig a keresés 1épései
- Aszélesséqi fat is rétegenként hozza ltre.
Legrovidebb utak iranyitott grafokban

- G=(V,E) iranyitott graf+ w:E->R sulyfliggvény.

- Bgy p=(vg, Vy/ --s Vi) ut sulya: w(p)= izozk W(V; Vg )
- Az U-bol v-be vivé legrévidebb Ut definicidja:

- 8(uw,v)=Z min{w(p),p:u>->v}, ha létezik p, egyébként co
- Figyelem!! 6(u,v) NEM egyértelmdi!!

- Legrévidebb utak feszitéfaja <> minimalis sulyu feszitéfa
- Problématipusok:

- Alapprobléma: egy adott seV kezd6csiicsbdl az 6sszes v csticsba vivo legrovidebb utak
problémaja. Kovetkezmények:
1. Adott csticsba mindenhonnan beérkezd legrovidebb utak problémaja. (megoldas az
élek megforditasaval)
2. Adott cslcspar ko zétti legrovidebb utak problémaja (nem ismert aszimptotikusan
gyorsabb megoldas, mint az Alapprobléma)

3. Osszes cstcspar kozotti legrovidebb utak problémaja (Alapprobléma minden csucsra
— ennél gyorsabb megoldas is létezik)

Negativ sulyu élek

- Negativ stlyd élek, ill. negativ 6sszsllyu korok problematikusak. Ha ilyet tartalmaz egy u-bdl

v-be viv6 Ut, akkor d(u,v)=- . Ha v nem elérhet6, akkor d(u,v)=00



- Algoritmuseredmények: 1. Suly, 2. Ut (utak)

Algoritmusok altalanos jellemzése

- Dijkstra algoritmusa: csak nemnegativ élekre!
- Bellman-Ford algoritmus: negativ élekre is m(ikodik, megtalalja a negativ koroket is

- Fokozatos ko zelités: az egyes csucsok elérési sulyainak kozelitése a felsd korlat fokozatos
finomitasa (csokkentése) Utjan

- Alapelv: az optimalis részstrukturak elve. Egy optimalis utakat tartalmazé feszitofa részei
szintén optimalis utakat tartalmaznak.

Dijkstra algoritmusa

Dijkstra(s) // s: forrés

for VveV do // minden élre a grafban
Tav[v]=e // s-v tadvolsdg egyeldre ismeretlen (=)
Sz{#l8[v]=NIL // szildé definidlatlan

T4v[s]=0 // s-s kdzti tévolsag 0

Bejaratlan=V // Bejaratlan élek

while Bejaratlan<>{} // amig van bejaratlan

do u=Bejaratlan.KiveszMin
// kivesszik a legkisebb bejaratlan élt
for VveSzomszéd(u) // ennek minden szomszédos élére
do 1f Tav([v]>Tav([ul+Salylu, v]
then Tav([v]=Tav([u]+Saly[u,Vv]
Szulé[v]=u
(A suly(u,v) a szomszédos u és v pontok kozotti tavolsagot
szamolja ki. A Tav[ul+Sulyl[u,v] a gydokércsombpontbdl a v
csombépontba vezetd UGt hossza, abban az esetben, amikor ez az 4t az
u ponton keresztiil megy. Ha az igy szamolt UGthossz rdovidebb, mint
aktudlisan ismert legrdvidebb Ut a v pontra, akkor az aktudlis
utat ezzel a rovidebb uGttal helyettesitjik.)

Optimalis feszit6fa<—>Legrdvidebb utak

- Az egyes élekhez vezetd utak KULON-KULON minimalisak, a fa teljes sulya nem
feltétlendl.

- Minden lépésben a nyitott vagat legrovidebb UthosszUsagu élét vesszilk hozza a
halmazhoz, ez nem feltétlenil a legkdnnyebb is.

- A fa TELJES sulya minimalis, az egyes élekhez vezetd utak nem feltétlendl

- Minden lépésben a nyitott vagat legkdnnyebb élét vessziik hozza a halmazhoz. Ehhez
nem feltétleniil vezet a legrévidebb Ut.

ADijkstra algoritmus elemzése

1. A, Bejaratlan” tomb linearis vektor . =» KiveszMin O(V), és |V| ilyen m{ivelet van =

2
KiveszMin 6ssz. O(V ) A Szomszéd(u) a graf minden élét 1szer vizsgalja meg. = O(V
+E)

2. A ,Bejaratlan” tomb bindris kupac , = KiveszMin ideje O(IgV), és |V| ilyen mivelet van.
Kupacfelépités: O(V) KulcsotCsokkent: O(lgV), és legfeljebb |E| ilyen m(ivelet van. =
0ssz.0((V+E)lgV) = O(ElgV)

3. Fibonacci kupacokkal : O(ViogV+E)




A Bellman-Ford algoritmus + elemzése

- Negativ sulya élek is lehetségesek

- Negativ kor van a grafban - nincs legrovidebb ut
- Futési ideje: O(V*E)

- Buborékrendezéshez hasonldé miikodési elv

- Ha egy cstics nem elérhetd, akkor Tav{u]=co

BellmanFord(s)
for Vvev
do Tav[v]=e=
Szul&[v]=NIL
Tav([s]=0
for i=1 to |V|-1
do for Vu,veE
if Tav[v]>Tav[ul+Suly[u,v]
then Tav([v]=Tav[ul]+3uly[u, v]
Szuls[v]=u
for Vu,veE
do if Tav[v]>Tav[ul+Staly[u, v]
then return HAMIS
return IGAZ

Leqgrovidebb utak Iranyitott Kormentes Grafokban (KIG)
- KIG: A legrovidebb utak jol definialtak, mert nincs negativ kor

- Algoritmus: az éleket a cslcsok topologikus rendezésének sorrendjében tekinti
- Nincs ciklus, nincs visszamutato él

- Futasi id6: Topologikus rendezés: ®(V+E) — Minden élt egyszer vizsgalunk — Kozelités
konstans id6 & O(V+E)

- Sejtés: elég lenne csak a kiindulasi csucstol?

Aleqgrovidebb utak meghatarozasa

1. egyetlen belsd élt sem tartalmaz6 utakra Szdlo .. =NIL, ha i=j vagy W, =00 Szulo ; =i, ha

1] j i
i<>j és Wi; <00

2.az i=>-> k=>-> j uton a j-t k bels6 csticcsal megel6z6 csomodpont ugyanaz, mint a k> ->

. . ko ke kl k1l kel
j uton, k- 1 belso csuccsal Sziilo i =Szulo Kj ha d i >d ikt d ki

3. haaz i=>-> j Ut k-t nem tartalmazza, akkor megegyezik az i-bdl j-be k-1 cstcsot

. P K k1 k-1 k-1 k-1
tartalmazo uton a megelozo csuccsal Szilo i =Sz(lo ij 7 ha d i <=d it d K



