1. Definiálja a differenciálhányados fogalmát, geometriai és fizikai jelentését!

Def.: f:H->R (HcR), a'E'H belső pont, Ha 'J' lim(x->a) (f(x)-f(a))/(x-a) véges határérték, akkor f az 'a' pontban differenciálható és 'a' pont beli differencial hányados: lim(x->a) (f(x)-f(a))/(x-a)

Geometriai jelentés: Ha f'E'Da akkor f grafikus képéhez az 'a' pontban érintő húzható és f '(a) az érintő meredeksége.

Fizikai jelentés: Ha f egy egyenesvonalú mozgás út-idő grafikonja, akkor f '(a) az 'a' pontbeli pillanatnyi sebességet adja meg.

2. Mi a kapcsolat függvények folytonossága és differenciálhatósága között? 

 f:H->R(HcR),a'E'H belső pont, Ha f'E'Da=>f'E'Ca (<= nincs)

3. Tegyük fel, hogy egy valós függvény differenciálható egy pontban. Következik-e ebből, hogy abban létezik a függvénynek határértéke? 

 Igen következik, f'E'Da =>a'E'Df belső pont=>a torlodási pont



 =>f'E'Ca=>f határérték is létezik és megegyezik a helyettesítési értékkel

4. Definiálja a deriváltfüggvény fogalmát. 

f:H->R(HcR nyílt). Ha 'V' a'E'H, f'E'Da akkor azt mondjuk, hogy  f a H halmazon differenciálható és az f ':H->R x->f '(x) utasítással értelmezett fv.-t f deriváltfüggvényének nevezzük.

5. Adja meg a differenciálhatóság egy átfogalmazását! 

f: H->R(HcR) a'E'H belső pont  f'E' Da <=> 'J' A'E'R, 'J'epszilon:H->R epszilon'E' Ca, epsz(a)=0 fv.    f(x)=f(a)+A*(x-a)+epsz(x)*(x-a) és A=f '(a).

6. Milyen tételt ismer két függvény lineáris kombinációjának valamely pontbeli differenciálhatóságáról és a deriváltjáról? 

f,g:H->R, (HcR) a'E'H belső pont   Ha f,g'E'Da=> f+-g 'E' Da és (f+-g)'(a) = f '(a)+-g'(a)





        lambda 'E' R => lambda*f 'E'Da és (lam*f)'(a) = lam*f '(a)

7. Milyen tételt ismer két függvény szorzatának valamely pontbeli differenciálhatóságáról és a deriváltjáról? 

f,g:H->R, (HcR) a'E'H belső pont    Ha f,g'E'Da=>f*g'E' Da és (f*g)'(a) = f '(a)*g(a)+f(a)*g'(a)

8. Milyen tételt ismer két függvény hányadosának valamely pontbeli differenciálhatóságáról és a deriváltjáról? 

f,g:H->R, (HcR) a'E'H belső pont   Ha f,g'E'Da, (g(a) nem 0)=>(f/g) 'E' Da és

(f/g)'(a) = [f '(a)*g(a)-f(a)*g'(a)]/g2a

9. Milyen tételt ismer két függvény kompozíciójának valamely pontbeli differenciálhatóságáról és a deriváltjáról? 

f:H->K g:K->R (H,KcR nyílt), a'E'H   Ha f'E'Da és g'E'Df(a) =>gof 'E'Da és 

(gof)'(a) = g'(f(a))*f '(a) = (g'of)(a)*f '(a) (lánc szabály)

10. Milyen tételt tanult az inverz függvény differenciálhatóságáról és a deriváltjáról? 

f:(alfa,béta)->(c,d), f szig mon, folytonos fv.  a'E'(al,bé), b=f(a), f 'E'Da, f '(a) nem 0, (f-1)'E' Db és

(f-1)'(b) = 1/f '(a) = 1/[f '(f-1(b))]

11. Milyen állítást tud mondani differenciálható függvények monotonitásáról?(Pontbeli és intervallumon való monotonitás is.) 

A, Legyen f: [a,b]->R fv. Differenciálható (a,b)-n

1. Ha f '(x)=0 minden x'E'(a,b)esetén <=> f konstans fv

2. Ha f '(x)>=0            - || -                  <=> f mon. növekvő fv. (a,b)-n

3. Ha f '(x)<=0            - || -                  <=> f mon.csökk fv. (a,b)-n

4. Ha f '(x)>0            - || -                  => f szig mon. növekvő fv. (a,b)-n

5. Ha f '(x)<0            - || -                  => f szig mon. csökkenő fv. (a,b)-n

B, Legyen f:H->R (HcR nyílt), a'E'H, f'E'Da

1. Ha f '(a)>=0 <=> f az a pontban  nő

2. Ha f '(a)>0 =>  f az a pontban szig nő

3. Ha f az a pontban nő =>f '(a)>=0

4. Ha f az a pontban szig. nő => f '(a)>=0

12. Mit ért azon, hogy egy valós-valós függvénynek valamely helyen lokális minimuma van? 

Akkor mondjuk, hogy az f:(al,bé)->R fv.nek az a'E'(al,bé) pontban lokális minimuma van, ha 

'J' Kr(a)c(al,bé) úgy hogy f(a)<=f(x) (x'E'Kr(a))

13. Mit ért azon, hogy egy valós-valós függvénynek valamely helyen lokális maximuma van? 

Akkor mondjuk, hogy az f:(al,bé)->R fv.nek az a'E'(al,bé) pontban lokális maximuma van, ha 

'J' Kr(a)c(al,bé) úgy hogy f(a)>=f(x) (x'E'Kr(a))

14. Hogyan szól a lokális szélsőértékre vonatkozó elsőrendű szükséges feltétel? 

Legyen f:H->R, (HcR nyílt), a'E'H    Az f '(a)=0 szükséges de nem elégséges  feltétele annak, hogy  f-nek  a-ban  lokális szélsőértéke legyen.

15. Mit ért azon, hogy egy függvény valamely helyen jelet vált? 

f:H->R, (HcR nyílt) f fv.  az x0'E'H pontban  jelet vált ha 'J' r>0 – x'E'(x0-r,x0)cH f(x)>0









        – x'E'(x0,x0+r,)cH f(x)<0  f:- ->+







       – x'E'(x0-r,x0)cH f(x)<0









       – x'E'(x0,r+x0)cH f(x)>0 f: +->-

16. Hogyan szól a lokális minimumra vonatkozó elsőrendű elégséges feltétel? 

f-nek az x0'E'<a,b> pontban  lokális minimuma van, ha 'J'l>0 u.h  minden x-re  melyre 

x0-l<0<x0+l, teljesül az f(x)>=f(x0)egyenlőtlenség

f:H->R (HcR), f'E'Dh, x0'E'H belső pont. f '(x0)=0 f ':- ->+    => x0 ban lokális minimum van

17. Hogyan szól a lokális maximumra vonatkozó elsőrendű elégséges feltétel? 

f-nek az x0'E'<a,b> pontban  lokális minimuma van, ha 'J'l>0 u.h  minden x-re  melyre 

x0-l<0<x0+l, teljesül az f(x)<=f(x0)egyenlőtlenség

f:H->R (HcR), f'E'Dh, x0'E'H belső pont. f '(x0)=0 f ':+ -> -    => x0 ban lokális minimum van

18. Mondjon példát olyan differenciálható függvényre, amelyre teljesül a szélsőérték létezésére vonatkozó elsőrendű szükséges feltétel egy adott pontban, a függvénynek mégsincs szélsőértéke abban a pontban. 

f(x)=x3 (x'E'R) a fv. a 0 pontban szigoruan nő, ugyanakkor  f '(0)=0 (f '(x)=3x2)

19. Mondja ki a Rolle-tételt! 

f:[a,b] ->R,  f'E' D(a,b), f'E'C[a,b], f(a)=f(b) ekkor  'J' pszi'E'(a,b) úgy hogy f '(pszi)=0

Ha f '=0  van a fv.nek  olyan pontja , amely pontban a húzott érintő egyens párhuzamos az x tengellyel **

20. Mondja ki a Lagrange-féle középérték tételt! 

f:[a,b] ->R,  f'E' D(a,b), f'E'C[a,b]  ekkor  'J' pszi'E'(a,b) úgy hogy f '(pszi)=[f(b)-f(a)]/(b-a)
Lesz egy olyan pont , ahol az érintő párhuzamos lesz az a,b egyenessel.**

21. Mondja ki a Cauchy-féle középérték tételt! 

f,g: [a,b]->R;   f,g 'E'D(a,b);  f,g 'E'C(a,b); g'(x) nem 0; (x'E'(a,b))  Ekkor 'J' pszi 'E'(a,b) úgy hogy

f '(pszi)/g '(pszi)=[f(b)-f(a)]/[g(b)-g(a)]ű

22. Mondja ki Darboux-tételét! 

A f:(alfa,béta)->R fv darboux -tulajdonságú ha minden a<b (a,b 'E'<alfa, béta>) pont esetén  minden f(a) és f(b) közé eső  C számhoz 'J' pszi 'E'(a,b) úgy hogy  f(pszi)=C 
Ha f 'E'D(alfa,béta) akkor f '  darboux tulajdonságú

23. Írja le a L’Hospital-tételt! 

-végtelen<=a<b<+végtelen; f,g: (a,b)->R; f,g'E'D(a,b); g '(x) nem 0 (x'E'(a,b)); 

 lim(x->a+) f(x)=lim(x->a+)g(x)= 0 vagy +végtelen

Ha létezik véges vagy végtelen  határértéke az f '(x)/g '(x) fv.-nek  a-ban jobbrol (<=>'J'véges vagy végtelen lim(x->a+ )f '(x)/g'(x) ),akkor

 'J'lim(x->a+)f(x)/g(x) és lim(x->a+)f(x)/g(x)=lim(x->a+)f '(x)/g '(x)

24. Mikor mondjuk, hogy egy valós-valós függvény kétszer differenciálható egy pontban? 

f: H->R, (HcR nyílt) Ha f'E'Dh, a'E'H és f' 'E' Da akkor azt mondjuk  hogy f az a pontban  kétszer deriválhato és f ''(a)=(f ')'(a)

25. Mit jelent az, hogy egy valós függvény n-szer (n'E'N n≥2differenciálható egy pontban?

1.f: H->R, (HcR nyílt) Ha f'E'Dh, a'E'H és f' 'E' Da akkor azt mondjuk  hogy f az a pontban  kétszer deriválhato és f ''(a)=(f ')'(a)

2.tfh. fn:H->R fv.-t definiáltuk (rekurziv definicio)(n'E'N*, n>1)

3. ekkor ha fn 'E'Da akkor azt mondjuk hogy fn+1 szer differenciálható és fn+1(a)=(fn)'(a) jelölés:f''EDna

26. Mit értünk azon, hogy egy valós függvény végtelen sokszor differenciálható egy pontban? 

Ha minden n'E'N -re  f 'E'Dvégtelen a ; f végtelensokszor differenciálható a ban.

27. Fogalmazza meg a Taylor-formulát a Lagrange-féle maradéktaggal! 

f:Kr(a)->R(a'E'R, r'E'R) f'E'Dn+1a

Ekkor minden x'EKr(a)-hoz  'J'pszi '(a és x közé eső szám) úgy hogy f(x)='szumma k=0 tol n ig' 

f(k)(a)/k!(x-a)k+f(n+1)(pszi x)/(n+1)!*(x-a)(n+1)=(Tnf)(x)+(Rnf)(x)=Taylor polinom+Lagrange -féle maradék

28. Írja le a lokális minimumra vonatkozó másodrendű elégséges feltételt! 

f:H->R (HcR nyílt), f'E'D2h, a'E'H     Ha f '(a)=0 és f ''(a)>0 a-ban  lokális minimum van 

Ha f ':- ->+ akkor a:lok.min hely

29. Írja le a lokális maximumra vonatkozó másodrendű elégséges feltételt! 

f:H->R (HcR nyílt), f'E'D2h, a'E'H     Ha f '(a)=0 és f ''(a)<0 a-ban  lokális maximum van 

Ha f ':+ ->- akkor a:lok.max hely

30. Definiálja az érintő fogalmát! 

Ha f: H->R a'E'H belsö pont  f'E'Da=>(a, f(a))pontban  f grafikus  képéhez  érintő húzható Érintő egyenlete:y-f(a)=f '(a)(x-a)

31. Mi a konvex függvény definíciója? 

f: (alfa,béta)->R f konvex az (alfa, béta) intervallumon, ha minden x1,x2'E'(alfa,béta) és minden lambda 'E'[0,1] esetén f(lambda *x1+(1-lambda)x2)<=lambda*f(x1)+(1-lambda)*f(x2). Ha < akkor szig konvex

32. Mi a konkáv függvény definíciója? 

f: (alfa,béta)->R f konkáv az (alfa, béta) intervallumon, ha minden x1,x2'E'(alfa,béta) és minden lambda 'E'[0,1] esetén f(lambda *x1+(1-lambda)x2)>=lambda*f(x1)+(1-lambda)*f(x2). Ha > akkor szig konkáv

33. Hogyan tud következtetni egy függvény konvexitására (konkávitására) az első derivált segítségével! 

f:(a,b)->R, f'E'D(a,b)

1. f konvex<=>f ' monoton  nő (a,b) intervallumon

2. f szig konvex <=> f ' szig mon nő (a,b)intervallumon

3. f konkáv <=> f ' mon csökk …

4. f szig konkáv <=> f ' szig mon nő …

34. Hogyan tud következtetni egy függvény konvexitására (konkávitására) a második derivált segítségével! f:(a,b)->R, f'E'D2(a,b)

1. f konvex<=>f ''(x)>=0 minden x'E'(a,b) 

2. f szig konvex => f ''(x)>=0 minden x'E'(a,b)

3. f konkáv <=> f ''(x) <=0 ...

4. f szig konkáv => f ''(x) <=0

5.f ''(x)>0 minden x'E'(a,b) => f szig konvex

6.f ''(x)<0 minden x'E'(a,b) => f szig konkáv

35. Mikor mondjuk, hogy egy függvénynek egy pontban inflexiója van? 

f:H->R (HcR nyílt) x0'E'H, f'E'Dx0 (f'E'Dh)  f-nek az x0 pontban  inflexiója van, ha a y szerü betű(x)=f(x)-(f(x0)+f '(x0)*(x-x0)) fv az x0 pontban előjelet vált  (y betű(x0)=0)

36. Milyen szükséges feltételt ismer a második derivált és az inflexió kapcsolatáról? 

f:H->R (HcR nyílt) , a'E'H   Ha f'E'D2a, f '' E Ca és  f-nek a pontban  inflexiója van  akkor f ''(a)=0

37. Milyen elégséges feltételt ismer a magasabbrendű derivált és az inflexió kapcsolatáról? 

f:H->R (HcR nyílt) , a'E'H   Ha f'E'C3a , f ''(a)=0 és f '''(a) nem áthuzott 0 akkor(=>) f-nek inflexiója van a-ban

38. Definiálja a primitívfüggvény fogalmát! 

f:(a,b)->R f-nek az (a,b) -n  primitiv fv.-e van, ha 'J' F:(a,b)->R, F'E'D(a,b) és F'(x)=f(x) (a,b)intervallumon

39. Definiálja a határozatlan integrál fogalmát! 

f: (a,b)->R, f-nek  'J' primitiv fv.-e (a,b) intervallumon. Az f fv. primitiv fv.einek a halmazát az f fv. határozatlan integráljának nevezzük és (integrál)f(x)dx jelöljük.
40. Milyen kapcsolatot ismer adott függvény primitívfüggvényei között? 

F  is primitiv függvénye f-nek (a,b)-on=>minden c'E'R esetén F re is prim. fv-e  f-nek (a,b)-on

41. Fogalmazza meg a határozatlan integrálra vonatkozó parciális integrálás elvét! 

f,g: J->R (JcR intervallum) f,g'E'Dj    Ha f '*g-nek létezik  primitiv fv.-e  az J intervallumon, akkor f*g' -nek  is létezik primitiv fv. -e  az J intervallumon és 
(integrál) f(x)*g '(x) dx=f(x)*g(x)-(integrál) f '(x)*g(x) dx

42. Fogalmazza meg a helyettesítéses integrálás szabályát határozatlan integrálokra! 

(ybetű): J->j, f:J->R (J,jcR intervallumon)  Ha (ybetű) 'E'DJ és f-nek  primitiv fv.-e j-n ('J'F:j->R, F'E'Dj F'(x)=f(x) minden x'E'J) akkor fo(ybetű)+*(ybetű)' fv-nek is 'J' primitiv fv-e és (integrál)fo(ybetű)(x)*(ybetű)'(x)dx=(Fo(ybetű))(x)+C (x'E'J)

43. Milyen függvényeket nevezünk elemi törtfüggvényeknek? 

f elemi törtfüggvények, ha 

1.f'E'P (Df=R) polinom

2.f(x)=1/[(x-lambda)niken] (n'E'N*|alfa'E'R) (Df=R\{alfa})


3.f(x)=Ax+B/[(ax2+bx+c)niken] (n'E'N*| A,B,a,b,c'E'R Df=R)
**

44. Írja le a racionális törtfüggvények integrálásának lépéseit! 

Minden racionális törtfüggvény egyértelműen felbontható elemi törtek összegére S=p/q

Lépések : 1.Ha degP>=deg Q akkor  polinom osztás  külünben második lépés 2.Q-t szorzattá alakitjuk  3. elemi törtekre bontás   Végül tagonként integráljuk

45. Mit nevezünk egy intervallum felosztásának? 

Intervallum felosztása:  Tao az[a,b] intervallumon egy felosztása, ha 

1. Tao c[a,b],   



jelölés:Tao[a,b]=[a,b] összes felosztása

2. |Tao|<végtelen, 



Tao={x0<x1<....<xn}(n'E'N*)

3. a,b'E'Tao

46. Mit nevezünk Darboux-féle alsó közelítő összegnek? 

f:[a,b]->R, korlátos; Tao 'E'F[a,b] tetszőleges mi=inf {f(x):x'E'[xi-1,xi]}i=1,n (1,n felette vonal) s(f,Tao)=szumma (i=1 töl n ig)mi(xi-xi-1) mi=magasság(szélleség) <<<<<<Darboux -féle alsó közelítő összeg




         

47. Mondjon példát olyan függvényre, amely Riemann szerint nem integrálható a [0,1]-intervallumon! 

D(x)=1, ha x'E'[a,b] metszet Q  ; 0 ha x'E'(a,b] és x'E'R\Q

mi= inf {D(x):x'E'[xi-1,xi]}=0(mert minden intervallumon tartalmazz irracionális számot)

Mi=sup {D(x):x'E'[xi-1,xi]}=1(mert minden intervallum tartalmaz racionális számot)

s(D,Tao)=szum i=1töl n ig mi(xi-xi-1)=0
S(D,Tao)=szum i=1töl n ig 1(xi-xi-1)=b-a   J.D(=0) nem egyenlő J*D(=b-a) =>nem integrálható

48. Definiálja a Riemann-féle közelítő összeget, és annak konvergenciáját! 

f:[a,b]->R Tao'E'Tao[a,b](a,b összes felosztása), Tao={x0(=a)<...<xn(=b)}

Atao={pszi'E'Rn|pszi i'E'[xi-1,xi],i=1,n}

Riemann-féle közelítő összeg: szigma (f,Tao,pszi)=szumm i=1 töl nig f(pszi i)(xi-xi-1)

Konvergenciája 'J' J'E'R minden 'E'>0 létezszik hangjegy>0 minden Tao 'E'F[a,b]-re ||Tao||<hangjegy=>minden pszi'E'Atao-ra  |szigma(f,Tao,pszi)-J|<'E'

49. Milyen szükséges feltételt ismer függvények Riemann-integrálhatóságára? Mely állítás következménye ez? 

f:[a,b]->R->R, f korl

f'E'R[a,b](darboux szerint) <=>f'E'R[a,b] (Riaman szerinti felépítés)

Köv.:a korlátosság riemann-féle integrálhatöság szükséges feltétele

50. Írja le a Riemann-integrálra vonatkozó műveleti tulajdonságokat! 

F,g:[a,b]->R, f,g'E'R[a,b], lambda'E'R

51. Írjon 4 elégséges feltételt függvények Riemann-integrálhatóságára! 

f:[a,b]->R Ha folytonos fv.[a,b]-on => integrálható

f:[a,b]->R Ha monoton fv.[a,b]-on => integrálható

 Ha f szakaszonként folytonos fv. => integrálható

 Ha f szakaszonként monoton fv. => integrálható

52. Mondja ki a Newton-Leibniz tételt! 

f:[a,b]->R Ha 1,f'E'R[a,b]   2,f-nek 'J'primitiv függvénye [a,b]-n(f:[a,b]->R,F'E'D[a,b] és F'=f[a,b]-n) >>>>(integrál)baf(x)dx=f(b)-f(a)=[F(x)]ba

53. Mit nevezünk integrálfüggvénynek? 

f: [a,b]->R, f'E'[a,b] minden x'E'[a,b] f(x)=(integrál) f(t)dt (f:[a,b]->R) az  f fv x0 pontban eltünő (x0ban 0val egyenlő)integrálfüggvénye

54. Írja le az integrálfüggvényre vonatkozó tételt! 

f:[a,b]->R, x0'E'[a,b] , F(x)=intxx0f(t)dt(x'E'[a,b])    F'E'C[a,b]; Ha f'E'Cpszi (pszi'E'[a,b])=>F'E'Dpszi és F '(pszi)=f(pszi)

55. Mondjon elégséges feltételt primitív függvény létezésére! Ez mely tételnek a következménye? 

Az integrál függvény r vonatkozó tételből következik, hogy 

Ha f'E'C[a,b]=>(integrál fv)   F'E'D[a,b] és F '(x)=f(x) minden x'E'[a,b] integrálfüggvény primitiv fv. is egyben, azaz minden folytonos  fv-nek F primitiv fv-e.

56. Mondja ki a parciális integrálás szabályát határozott integrál esetén! 

f,g:[a,b]->R, f,g'E'D[a,b],  f ',g' 'E' R[a,b]   intbaf*g'=[f*g]-intba(f '*g)

57. Mondja ki a helyettesítéses integrálás szabályát határozott integrál esetén! 

f:J->R, ybetű:J->j (J,j'E'R intervallum ) f'E'Cj, ybetü'E'C1J( <=>ybetü'E'DJ és ybetü' 'E'CJ) J=[alfa,béta], j=[a,b]    intba f(ybetü(x))f '(x)dx=intybetü(alfa)ybetü(béta)f(t)dt

58. Definiálja az improprius integrál mindkét alapesetét! 

1, Tfh. f:[a,b]->R és minden b>a f'E'R[a,b] Ha 'J' a véges  lim(b->végt.) intbaf (x)dx határérték, akkor azt mondjuk, hogy f az [a,végt.)-on impropriusan integrálható és 

lim (b->végt.)intbaf(x)dx=intvégt.a f(x)dx

2. Tfh. f:[a,b]->R a<b és f nem korlátos a b pont egy környezetében de minden 'E'>0-ra f'E'R[a,b-'E'] Ha 'J' a véges lim('E'->0+) int b-'E'af(x)dx határérték, akkor  azt mondjuk hogy f az (a,b ]-on impropriusan intgrálható és lim('E'->0+) intb-'E'a f(x)dx=intbaf(x)dx

59. Mi a differenciálegyenlet? 

A differenciálegyenlet olyan fv egyenlet, melyben  az ismeretlen  fv. mellett , annak  deriváltjai is szerepelnek . 

