12. A lineáris algebra elemei

Vektorok:

Valós vektortér: A vektorok összeadásának és skalárral való szorzásának szabályai teljesülnek benne:


• (a+b) + c = a + (b+c) ~ asszociativitás


• a + b = b + a ~ kommutativitás


• a + 0 = a


• a + (-a) = 0


• α (a+b) = αa + αb


• (α + β)a = αa + βa


• (αβ)a = α(βa)


• 1a = a

Vektorrendszer: véges számú vektorok együttese

a és b egyenlőek, ha megfelelő komponenseik egyenlőek. (csak azonos dmezió esetén lehetséges.

Nullvektor: a-a = 0 ~ minden eleme 0.

a – b = 0 ( a = b

Vektorműveletek:

( Vektorok összeadása: (a1 ... an) + (b1 ... bn) = (a1 + b1 ...an + bn)

( Skalárral szorzás: (nyújtás): t(a1 ... an) = (ta1 ... tan) 

( Skalárszorzat: (a1;...;an)* (b1;...;bn) = ∑ aibi. Két azonos dimenziójú vektort lehet csak összeszorzoni. ~ Két vektor ortogonális, ha skaláris szorzatuk = 0.


( Lineáris kombináció: ta + sb

~ ha a,b,c,d eleme R4 és rang(a,b,c,d) = 3 akkor létezik olyan g eleme R4 mely nem áll elő a,b,c,d lineáris kombinációjaként. (viszont nem igaz, hogy nincs olyan g ami előállítható)

Lineáris függetenség: 

λ1a1 + ... + λkak = 0  ~ ha λ1 = ... = λk-n kívül nincs más megoldás, akkor a vektorok lineárisan függetlenek.

G lineárisan független vektorrendszer ( Lin(G) minden vektora egyértelműen állítható elő G vektorainak lineáris kombinációjaként.

G egyetlen vektora sem fejezhető ki a többiek lineáris kominációjaként.

Következmények:

Linerisan független rendszer nem tartalmazhat azonos vektorokat és a nullvektrot sem.

Az egyetlen (de nem a nem nullvektort) tartalmazó vektorrendszer lineárisan független.

Lineárisan független vektorrendszer minden rszrendszere lineárisan független.

Az a vektorrendszer, ami csak nullvektorokból áll lineárisan nem független.


~ ha a,b eleme R4 és a,b lineárisan függetlenek, akkor  a-b; a+b is lineárisan függetlenek.

Altér: Ha egy valós vektortérből kiválasztunk egy részt, és egyszerre teljesülnek rá az alábbi tulajdonságok:
• a halmaz a skalárral való szorzásra névze zárt


• a halmaz összeadásra nézve zárt

A Lin(G): G összes lineáris kombinációja. Ez is egy valós vektortér, részhalmaza az egésznek, tehát egy altér.

Lineáris burok: egy vektorrendszer összes lineáris kombinációja (nullvektor mindig benne van)

Rang: vektorrendszer ranagja a vektorrendszerből kiválasztható egymástól lineárisan független vektorok maximlis száma. (maximum a vektorok komponenseinek száma)

~ ha a,b,c,d eleme R4 és rang(a,b,c,d) = 4 akkor tetszőleges g eleme R4 esetén rang(a,b,c,d,g) = 4. (mert a bázissal a vektortér bármely eleme előállítható)

~ ha rang(a,b,c,d) = 4 akkor a,b,c,d bázis.

Bázis transzformáció: a lineárisan független vektorok kiválasztásának módszere.

Bázis: olyan vektorrendszer, melynek vektorai egymástól lineárisan függetlenek.

Bármely vektor egyértelműen fejezhető ki bármely bázisának lineáris kombinációjával.

Valós szám n-esek tere n dimenziós ( Bármely lineárisan független rendszer bázissá egészíthető ki.

Síkban vett elmozdulást egy 2-vektor írja le: P-ből Q-ba mutató vektor egy geometriai vektor, vagy egy irányított szakasz: (a1;a2) = (q1-p1; q2-p2). ( Q(p1+a1; p2+a2)

Két vektor egyenlő ha irányuk és hosszuk egyenlő.

Vektor hossza (normája): ‌ a ‌ = (a*a)½ = (a12 + ... + an2)½ 


~ ha ‌ a ‌ = ‌ b ‌  akkor (a –b) és (a+b) merőlegesek

Vektor hajlásszöge: cosα = (a*b) / (‌ a ‌*‌ b ‌)

Szakasz pontjainak előállítása: x = λa + (1 – λ) b

Egyenes egyenlete: a ponton átmenő, v irányvektorú: x = a + λv

Hipersík egyenlete: a ponton áthaladó, n normálvektorú: (x – a)’*n = 0

Normálvektor: n*a = 0

2 vektor távolsága:  ‌ a – b ‌ = {(a1– b1) 2 + ... + (an– bn)2}½ 

Causchy-Schwartz egyenlőtlenség: ‌ a b ‌ ≤ ‌ a ‌‌ * ‌ b ‌ 

Speciális vektorok:


• egységvektor: minden eleme 0, kivéve az i-edik: 1.


• zérusvektor: minden eleme 0


• összegzővektor: minden eleme 1

Mátrixox:

Mátrix rendje: m*n ( m sor; n oszlop. 

Mátrix elemei: a mátrixot alkotó m*n db szám

Mátrix rangja: az A oszlopvektoraiból alkotható maximális lineárisan független rendszer számossága. = legnagyobb el nem tűnő aldetermináns rendje.

• Ha A nullmátrix, akkor r(A)=0.

• r(A) = r(A’)

• r(AB) ≠ r(A)* r(B)

Speciális mátrixox:

( Oszlopmátrix: m*1

( Sormátrix: 1*n

( Valós szám: 1*1

( Zérusmátrix: minden eleme 0
( Négyzetes mátrix: n*n


• Diagonális mátrix: a főátlón kívül minden eleme 0.  Det(A) = a11*...*ann.



~ Egységmátrix: főátlóban mindenhol 1, azon kívül minden eleme 0. Det(I) = 1

• Szimmetrikus mátrix: olyan négyzetes mátrixox, melyek fődiagonálisukra szimmetrikusak: A = A’

• Ortogonális négyzetes mátrix: A’ = A-1.

• Nem szinguláris (tehát reguláris) mátrix: van inverze és a rangja = rendje

• Felső / Alsó háromszög mátrix: fődiagonális alatt/felett csak 0 van.

A és B mátrix egyenlőek, ha azonos a rendjük és megfelelő elemeik egyenlőek.

13. Determinánsok, Mátrixok invertálása

Mátrixműveletek:


( Összeadás:
• (A + B) + C = A + (B + C)




• A + B = B + A




• A + 0 = A




• A + (-A) = 0


( Skalárral szorzás: 
• α (A+B) = αA + αB



• (α + β)A = αA + βA


( Mátrixszorzás:
• A*B = C ( cij = a i1b1j + a i2b 2j + ... + a inb nj.



~ AB ≠ BA



~ ha AB = BA abból nem következik, hogy A=B



~ ha AB = 0 abból nem következik, hogy A vagy B = 0.



~ AB = AC és A ≠ 0 abból nem következik, hogy B=C



~ (A + B)(A – B) ≠ AA – BB 



~ (A – B)(A – B) = AA – 2AB + BB



~ ha AA = A ( idempotens mátrix



~ ha A négyzetes és AA = I ( involutív mátrix ~A involutív ( (I–A)(I +A)=0



~ A3 = 0 ( akkor A2 = 0 ( de nem biztos, hogy A = 0.



~ Ha A= (1, -1 ; 0, 1) akkor An = (1,-n ; 0,1)


( Transzponálás: A(m*n) → A’ (n*m)
• (A’)’ = A





• (A+B)’= A’ + B’





• (αA)’ = αA’





• (AB)’ = B’A’



~ ha A szimmetrikus ( A = A’



~ ha X tetszőleges m*n –es mátrix ( XX’ és X’X szimmetrikus



~ P n*n-es mátrix otrogonális ha P’P = I.


( Elemi sorműveletek:



• két sor felcserélése



• egy sor minden elemének megszorzása egy α ≠ 0 skalárral

• az i-edik sor minden eleméhez a j-edik sor megfelelő eleme α-szorosának hozzáadása


( Adjungálás: Az előjeles aldeterminánsokból álló mátrix transzponáltja: Cij’ = adj(A)


( Invertálás: (csak négyzetes mátrixoknál) Ha XA = AX = I akkor X az A inverze.

* generáló elem helyére a reciprokát írjuk, a generáló elem oszlopában osztunk a generáló elemmel és szorzunk –1-gyel, utána úgy, mint az elemi bázistranszformációt.



• egy A négyzetes mátrixnak létezik inverze ( det(A) ≠ 0 (A nem szinguláris)

• egy mátrixnak maximum 1 inverze létezik. (Ha egy mátrix inverze létezik, akkor egyértelmű)

• A–1 = 1/det(A) * adj(A)

• Elemi sorműveletekkel:
~ n*2n-es (A:I) mátrix képzése (A n oszlopa után írjuk I n oszlopát)



~ olyan I:B n*2n-es mátrixxá alakítás, melynek első n oszlopa I. (B = A-1)

• A-1B ≠ AB-1, mert a mátrixszorzás nem kommutatív.

~ ha A-1 és B-1 is létezik attól még nem biztos, hogy (A+B) –1 is létezik

~ ha det(ABC) ≠ 0 akkor B invertálható

~ ha A-nak van zérus sajátértéke, akkor det(AC) = 0

~ Ha A és B invertálható n*n-esek., akkor:


♠ A-1 invertálható és (A-1)-1 = A


♠ AB invertálható és (AB)–1 = B-1A-1

♠ A’ invertálható és (A’)-1 = (A-1)’


♠ (cA)-1 = c-1A-1, ha c≠0


♠ szimmetrikus mátrix inverze is szimmetrikus

~ Ha det(A) ≠ 0 akkor:




♠ AX = B ( X = A-1B




♠ YA = B ( Y = BA-1.



~ ha A = (1,1,0 ; 0,1,1 ; 1,0,1) akkor A3 – 2A2 + A – I = 0;    A-1 = (A – I)2


~ ha C2 + C = I akkor C–1 = I + C  ;  C3 = - I + 2C ;  C4 = 2I – 3C



~ ha X m*n-es és det(X’X)≠0 és A=I – X(X’X)-1X’ akkor A2 = A (A idempotens)



~ ha AB invertálható, attól még A+B nem biztos.



~ ha A+B invertálható attól még AB nem biztos



~ ha A invertálható, akkor pozitív szemidefinit.

~ ha A invertálható akkor (A-1)k = (A k) -1


~

Determináns:

Ha  a11x1+a12x2=b1 és  a21x1+a22x2=b2 ( A = (a11, a12 ; a21, a22) 


• akkor x1 = (b1a22 - b2a12) / (a11a22 - a21a12); x2 = (b1a11 - b2a21) / (a11a22 - a21a12)


• Det (A) = (a11a22 - a21a12) 

• 2*2-es mátrix determinánsa: diagonális elemek szorzata – nemdiagonális elemek szorzata

• 3*3-as mátrix determiánsa: Sarrus szabály: Mátrixot kiegészítem 2 oszloppal. Pozitív előjel: jobbra lefelé; Negatív előjel: jobbra felfelé. ~ összegük = det(A)

• n*n-es mátrix determinánsa: det(A) = ∑ (-1)i+jaij det(cij)

Cramer-szabály: n egyenletet és n ismeretlent tartalmazó egyenletrendszer det(A) ≠ 0 esetén az egyértelmű megoldás: xn = Dn/det(A) ahol Dn: det(A) n-edik oszlopvektora helyére a b vektort írjuk.


~ cij: i-edik sor és j-edik oszlop elhagyásával számolt determináns


~ Cij: előjeles aldeterminánsok szerint kifejtés:


▪ ai1Ci1 + ai2Ci2 + ... + ainCin = det(A)


▪ ai1Ck1 + ai2Ck2 + ... + ainCkn = 0 ha k ≠ i


▪ a1jC1j + a2jC2j + ... + anjCnj = det(A)


▪ a1jC1k + a2jC2k + ... + anjCnk = 0 ha k ≠ j

♠ Ha az A mátrix legalább egy sora vagy oszlopa 0, akkor det(A) = 0.


♠ det(A) = det(A’)


♠ Ha B = A egy sora*α vagy A egy oszlopa*α ( det(B) = α*det(A)

♠ Ha A két sorát vagy oszlopát felcseréljük, akkor a determináns előjelet vált, de abszolút értéke nem változik.

♠ Ha A két sora vagy oszlopa megegyezik, akkor det(A) = 0

♠ Ha A egy sora vagy oszlop számszorosa egy másikénak, akkor det(A) = 0

♠ Ha egy sor vagy oszlop számszorosát hozzáadjuk egy másik szorhoz vagy oszlophoz, akkor a determináns értéke változatlan marad.

♠ Ha A és B n*n-esek, akkor det(AB) = det(A)*det(B)

♠ Ha A n*n-es és α egy valós szám, akkor det(αA) = αn*det(A)

♠ det(A+B) ≠ det(A) + det(B)

~ Determináns rendje: a mátrix rendje

~ Ha Det(A) = 0 ( nincs megoldás vagy végtelen sok megoldás van

~ Ha Det(A) ≠ 0 ( 1 megoldás van

~ n*n-es mátrix determinánsa n! tagból áll, és minden tagban van egy elem minden sorból és minden oszlopból.

~ Ha det(A) = 0 ( A szinguláris

~ ha det(A) ≠ 0 és det(B) ≠ 0 attól még det(A+B) lehet 0. 

~ ha det(A+B) ≠ 0 attól még det(A)det(B) lehet 0.

~ ha A invertálható akkor (det(A))2 = det(A2) és (det(A))-1 = det(A-1)

Ha a b vektor nullvektor, akkor az egyenletrendszer homogén. 


( mindig van triviális megoldás: xn = 0 

( és nem mindig van nem triviális megoldás:  akkor van, ha det(A) = 0, tehát A szinguláris.

(  Ha det(A) = 0 akkor A rangja kisebb mint a rendje, és így a homogén egyenletrendszernek legalább 1 a szabadságfoka, ezért végtelen sok megoldása van.

14. Mátrixok rangja, sajátértékek, spektráltétel

Megoldhatóság:

Lineáris egyenletrendszer megoldhatóságának szükséges és elégséges feltétele, hogy az együttható mátrix és a bővített együttható mátrix rangja megegyezzen: 


Ax = b megoldható ( r(A) = r(Ab)

~ A m*n-es

• Ha A oszlopvektorai lineárisan függetlenek attól még nem biztos hogy az Ax = b egyenletrendszernek van megoldása.

• Ha Ax = b egyenletrendszernek van megoldása, akkor A oszlopvektorai lineárisan függetlenek.

• Ha n = m attól még nem igaz, hogy az egyenletrendszernek van megoldása és x = A-1b

• Ha n<m abból még nem következik, hogy Ax=b egyenletrendszernek nincs megoldása

Túlhatározottság:

Ha egy egyenletrendszer megoldható és r(A) = r(Ab) = k < m akkor az egyenletek közül 

m – k fölösleges. ( a többi k egyenlet megoldása ezeket automatikusan kielégíti)

Szabadságfok:

Ha egy egyenletrendszer egoldható és r(A) = r(Ab) = k < n akkor létezik n – k szabad változó, míg a maradék k változó egyértelmen meghatározható az n – k változó értékeiből. ( az egyenletrendszer szabadságfoka = n – k 

Sajátvektor: 

Egy olyan nem x zérus vektor, mely kielégíti az Ax = λx egyenletet. ( Anx=λnx egyenletet is.

Ha x a λ sajátértékhez tartozó sajátvektor akkor λx is sajátvektor ha λ≠0.

~ ha s és t egy mátrix egy sajátérékéhez tartozó sajátvektorok, akkor s+t is sajátvektor.

Sajátérték:

A sajátvektorhoz tartozó λ érték.

Karakterisztikus egyenlet: (A – λI)x=0 


( ha van x≠0 nem triviális megoldás, akkor det(A – λ) = 0.

• ha λ sajátértéke A-nak, akkor A’-nek is.

• ha A n*n-es és det(A)≠0 akkor λ≠0 és 1/ λ sajátértéke A-1-nek.

• λ = 0 pontosan akkor sajátértéke A-nak, ha A oszlopvektorai lineárisan összefüggenek ( det(A) = 0. ( nincsen inverz

• Különböző sajátértékekhez tartozó sajátvektorok lineárisan függetlenek (tehát a sajátvektorok közt nincsen zérusvektor)

~ Ha 3 sajátvektor lineárisan függetlenek abból nem következik, hogy van 3 lineárisan független sajátérték is.

~ attól hogy 2 mátrix sajátérétkei között van 0, nem biztos, hogy az összegmátrixnak is  sajátértéke a 0.

~ ha egy 3-ad rendű mátrixnak csak2 különböző valós sajátértéke van, abból nem következik, hogy A nem diagonizálható

~ ha AB = 0 akkor A vagy B sajátértékei között van 0.


♠ λ1 + λ2 = a11 + a22 = a mátrix nyoma.


♠ λ1*λ2 = a11*a22 – a12* a21 = det(A)


• minden sé pozitív ( a11 + a22 > 0 és det(A) > 0


• minden sé negatív ( a11 + a22 < 0 és det(A) > 0


• két sé ellenkező előjelű ( det(A) < 0


• legalább egy sé 0 ( det(A) = 0 és ekkor a másik sé = a11 + a22.

( ha A n*n-es szimmetrikus mátrix akkor

• A karakterisztikus polinomjának csak valós gyökei vannak, azaz A minden sajátértéke valós

• Ha az x és y két különböző sajátértékhez tartozó sajátvektorok, akkor x és y ortogonálisak (x’y = 0)

Diagonalizáció:

A n*n-es mátrix diagonizálható ( létezik n lineárisan független sv-a. Ekkor P-1AP: n*n-es diagonális mátrix, ahol a főátlóban A sajátértékei találhatóak olyan sorrendben, ahogy a hozzájuk tartozó sajátvektorok a P mtrixban találhatóak.

♠ A és P-1AP sajátértékei megegyeznek, mert karakterisztikus polinomjaik is megegyeznek.

♠ P mátrix a linárisan független sajátvektorok oszlopainak mátrixba rendezése



~ ha négyzetes mátrixokra A = PDP-1 akkor Am = PDmP-1
Szimmetrikus mátrixok spektráltétele: 

Ha A n*n-es szimmetrikus mátrix akkor létezik olyan U ortogonális (U-1 = U’) mátrix, hogy


• U-1AU = diag(sajátértékek)

Definitség:

Csak szimmetrikus mátrixokra igaz (A’ = A)

( Sajátértékekkel:


• minden s.é pozitív ( pozitív definit


• minden s.é nemnegatív ( pozitív szemidefinit


• minden s.é negatív ( negatív definit


• minden s.é nempozitív ( negatív szemidefinit


• + és - s.é is van ( indefinit

( Sarokfőmirokokkal:


• +; +; +; +... ( pozitív definit


• +; 0; +; 0... (0 helyén lehet + is)( pozitív szemidefinit


• -; +; -; +... ( negatív definit


• -; 0; -; 0...  (0 helyén lehet + is)( negatív szemidefinit


• egyik sem a fentiek közül ( indefinit

( Kvadratikus alakból (a,b ; b,c)


• pozitív definit ( a > 0; c > 0 és det(a,b ; b,c) > 0


• pozitív szemidefinit ( a ≥ 0; c ≥ 0 és det(a,b ; b,c) ≥ 0


• pozitív definit ( a < 0; c < 0 és det(a,b ; b,c) > 0


• negatív szemidefinit ( a ≤ 0; c ≤ 0 és det(a,b ; b,c) ≥ 0


• indefinit ( det(a,b ; b,c) < 0

~ ha det(A) > 0 és A szimmetrikus, abból nem következik, hogy A pozitív definit.

~ ha A n*n-es és pozitív szemidefinit attól még nem biztos, hogy invertálható.
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