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Példafeladat :

— Egy régi6 m véarosédban egy terméket gyartanak és arulnak.

— Minden véros esetében ismert a kinalat és a kereslet kiilonbsége b; (i =0.1,....m). Ha b; >0
akkor tobblet aru van.
— Feltételezziik, hogy a netto Gsszkereslet megegyezik a nettoé sszkinélattal, azaz . b; = 0.
i=1

— Igy a netto kindlattal rendelkezd varosokbol az arut at kell szallitani oda ahol kereslet van.
— A varosokat egy graf cstucsaival szemléltetjiik.

— Ahol lehetséges a két varos kozott szallitas oda iranyitott éleket rajzolunk.




[image: image2.png]— Az adott élen valo széllitas fajlagos koltségét az ¢l folé irt szammal jeloljik.

— A mutatkozo6 nett6 kereslet illetve kinalat értékét a graf cstucsai f6lé irjuk.

— Célunk, hogy a varosok igényeit kielégitsiik tgy, hogy a szallitasi koltség minimalis legyen.
— Néha egy élen a szallitdsnak valamilyen korlatja van, ekkor ezt is jeloljik az élen.

A példafeladatban vazolt optimalizalasi feladatot Minimalis Koltségi Héalozati Folyam prob-
léméanak, roviden MKHF-problémanak nevezziik.
A probléma egy m cstcst iranyitott halozattal modellezhetd:

— Az (i, j) ¢len at az i-edik varosbol a j-edik varosba szallitsunk 2;; mennyiségi arut. Kénnyen
lathato, hogy = : E(G) — R* egy folyam a fenti halézatban.

— Ha megengedett folyamokat tekintiink, akkor a probléma az alabbi LP-feladatot definialja:
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Megjegyzés. A fenti LP-feladat egyiitthaté mdtriza a grdaf illeszkedési mdtriza.




[image: image3.png]Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy a fenti LP-feladatnak csak akkor van lehetséges megolddsa,
m

ha > b; =0, ezért a feltétel teljesiilését a tovdbbiakban feltételezziik.

i=1

A kovetkezé tételek biztositjak az algoritmus létezését. A tételeket bizonyitas nélkil kozoljik.
A bizonyitasok megtalalhatok példaul [3.]-ban.

Tétel. Egy G hdldzat barmely feszitéfdjanak éleihez az A illeszkedési mdtrixz oszlopvektorterének
egy bdzisa tartozik, amely a sorok és az oszlopok dtrendezésével alséhdromszég mdtrizszd alakithato.

Tétel. Egy G hdlozat barmely kérutat tartalmazo részgrifiihoz az A illeszkedési mdtrixz eqy dssze-
fiiggd oszlopvektor-rendszere tartozik.

Kovetkezmény. Egy G grdf feszitéfai és az A illeszkedési mdtriz oszlopvektorterének bazisai
kolesindsen egyértelmien megfeleltethetdk eqgymdsnak.

Tétel. Mivel ldttuk, hogy ha eqy LP-feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis
bazismegolddsa is, ezért ha az MKHF problémdnak van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis
feszitdfa megolddsa.

Tétel. Ha a b vektor komponensei egészek, akkor az MK HF probléma bdarmely bazismegolddsa
egészértéki.

Az MKHF-probléma egy lehetséges megoldasanak optimalitasat a komplementaritasi tétel
segitségével vizsgaljuk.
Az MKHF feladat dualisa (A illeszkedési méatrix):
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Mivel az A métrix minden oszlopaban csak két elem nem 0 (az egyik +1, a méasik pedig —1), ezért
a feltételrendszer minden sordanak baloldalan csak két valtozo szerepel.
Igy a dual feladat a kovetkezd alakban is irhato:

maxr w= E b y;
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m cstest n €l halozat LP-modelljének duélisa n feltételt és m valtozot tartalmaz.




[image: image5.png]A komplementaritasi tétel alapjan:
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Az els6 feltétel a primél feladat minden lehetséges megoldasara teljesiil, mivel Az = b. Igy a
komplemetaritasi tétel az alabbi alakban mondhato ki:

Tétel. Az MKHF feladat x lehetséges megolddsa és dudljanak y megolddsa akkor és csak akkor
optimdlis, ha

x5 >0 esetén  y;—y; = cij
teljesiil. Azaz a primdl feladat egy lehetséges megolddsa tehdt akkor és csak akkor optimdlis, ha a

pozitiv értékd primdlvdltozokhoz tartozoé dudl feltételek egyenldség formdban teljesiilnek és a dudl
vdltozoknak ez az értékrendszere kielégiti a tobbi dudl feltételt.

A primal feladat egy lehetséges megoldasanak optimalitasanak sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy minden x;; nem-bézisvaltozora




[image: image6.png]Alapétlet:

— Tekintsiink egy primél lehetséges megoldast.

— A komplemetaritasi feltétel alapjan meghatéarozzuk a dudl valtozok egy értékrendszerét.

— Ellenérizziik, hogy ez az értékrendszer kielégiti-e a dual feladat feltételrendszerét.

— Ha igen akkor optimaélis megoldéssal rendelkeziink mind a prim4l, mind a dudl feladat esetén.
— Ha nem, akkor a primél feladat lehetséges megoldasat javitjuk.

Keérdés: Hogyan javithato az MKHF-probléma egy lehetséges megoldasa?

— Tegytik fel, hogy ismerjitk az MKHF feladat egy lehetséges bazismegoldas, amelyet a halozat-
ban egy feszitéfa reprezental.

— A feszitéfa éleihez tartozo folyamértékek a bazisvaltozok aktuélis értékei.




[image: image7.png]— Az y; —y; = ¢;; feltételek segitségével a dudl valtozok egy értékrendszerét meghatarozzuk.
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— A dualvaltozok szama m, de csak m—1 feltétel van. Az utolsé duélvaltozo értéke tetszélegesen
valaszthato, altalaba y; = 0 értékadéssal inditunk.

— Nem-bazis valtozok esetén ellendriziik az y; —y; < ¢;; feltételeket.

— Ha ez mind teljesiil, akkor készen vagyunk.




[image: image8.png]— Ha nem, akkor azt az x;; valtozot vonjuk be a béazisba, amelyre a
Ci=yi—yj—cij =0

érték a legnagyobb.

Halozati szimplex transzformacio

— Az el6bb meghatéarozott x;; valtozohoz tartozo éllel kiegészitjiik a feszitGfat.
— A grafban ekkor kor keletkezik.

— Mivel Gj=y;—y;—ci;>0 az (i, j) élen a folyam értékét 0-rol pozitivra véaltoztatva a célfiiggveny
javulni fog.

— Addig noveljiik az (4, ) élen a folyamot, amig a grafban valamelyik élen a folyam erdssége
le nem csokken O-ra.

— Igy egy — az el6zonél jobb — bazismegoldast kaptunk.

— Ellenérizziik az 4j megoldas optimalitasat.




