1.tétel

1. Operacidkutatas torténete, alkalmazasai

1.1.

Torténet

A 2. Vildghabort idején alakult ki:
Szovetségesek 1étrehoztak egy kutatdcsoportot, melynek feladata a hadmitiveletek eredményes
és hatékony iranyitasa volt. Innen ered az elnevezés:

1.2.

operacié: hadmiivelet

Tulajdonsagai:
alkalmazasorientalt
fejlédését a felmeriilt gazdasagi problémak iranyitottak

interdiszciplinaris

. Hagyomanyos operaciokutatasi teriiletek:

lineéris programozéas
készletgazdéalkodas

hélozati problémak
sorbanallasi problémak
tomegkiszolgalasi problémak

szimulacio

2. Modellezési eljaras:

1.

probléma verbalis megfogalmazasa
(Elérni kivant cél, célok megfogalmazésa, kornyezeti elemek, korlatozo tényezdk felsorolésa)

. probléma matematikai megfogalmazasa (Tiikr6zzék minél hiiebben a valésagot, matem-

atikailag, szamitastechnikailag kezelhetdk legyenek)

. megold6 algoritmus keresése és alkalmazasa

(Ha van ismert matematikai modell, akkor van megold6 algoritmus)

. érvényesség-, érzékenységvizsgalat: eredmények elemzése

(Matematikai modell altalaban egyszertsitést tartalmaz = Eredményt elemezni kell.)

. visszacsatolas

(Dontés utan visszacsatolast kell kérni a dontés utani helyzetrdl.)



2.2. Matematikai modellalkotas lépései

1. A vizsgélat targyat képezs tevékenységet felbontjuk véges sok tn. elemi tevékenységre.

Definicié. Elem: tevékenység: Teljes tevékenységnek az a pontosan korilhatdrolt része,
melyet mdr nem szdndékozunk tovabb bontani: Ei, Es, ..., E,.

(Példaul a termelési feladatnal harom elemi tevékenységre bontottuk a feladatot: asztal-
gyartas, székgyartas, szekrénygyartas. Lehetne az egyes részére is bontani, de a feladat
szovegezése ezt nem teszi sziikségesseé.)

2. Minden elemi tevékenységhez rendeliink egy pozitiv valos szamot (nalunk &altalaban egész
szamot) x; : intenzitas . F; 1 —x; (v; eR,i=1,...,n).

(Példaul z; a gyartando termékek szama, altalaban korlatosak és nem fiiggetlenek egymastol.)

3. Osszefiiggések, kapcsolatok keresése. Osszefiiggések, kapcsolatok, feltételek.



Definicid. Feladat lehetséges megolddsa: & = (11,...,%,). Ha T minden feltételt kielégit.
L ={z|x lehetséges megoldds }.

O -2+ Lly-xo+ls-23 <0
di-x1+dy-xo+ds-x3 = d
Z; Z 0, T; € 7 1= 1,2,3.

L C N3,

4. cél megfogalmazasa: 2 : L — R fliggvény, amely a lehetséges megoldasok "josdgat" el-
emzi. z: célfiiggvény. (Amennyiben tobb célfiiggvény is szerepel, tobbceéli optimalizalasrol
beszéliink.) (Példankban z = ¢y21 + coxe + c323.)

Definicié. A gyakorlati élet problémacsoportjait formdlisan leiré modelleket optimumszdmitdsi
modellnek nevezziik, amellyek eqy feltételrendszerbdl és egy vagy tobb célfiigguénybdl dllnak.

Megjegyzés. Léteznek programok, melyek a modellalkotdst segitik (modeling system).

2.3. Optimumszamitasi modellek osztalyozasa
1. Elemi fiiggvények intenzitasértékétsl fiiggden:

e folytonos
o diszkrét

e vegyes
2. Modellben szereplé paraméterek szerint

e determinisztikus (paraméterek pontosan megadhatok)

e sztochasztikus (van olyan paraméter, ami valoszintiségi valtozo)

e Ha a feltételek mindegyike linearis egyenlGtlenség, vagy egyenlGség, akkor a célfiiggvény
szerint :

e linearis programozasi feladat (célfiiggvény is lineéris),

e nemlineéris programozasi feladat

3. Linearis programozas

1. Elsd feladat: Eldonteni, hogy van-e megoldéasa a problémanak.

2. Masodik feladat: Hogyan hatérozzuk meg a megoldasokat!

e (. B. Dantzig: szimplex modszer (1951): eljaras eldonti, hogy van-emegoldas és ha
van, akkor mik a megoldésok,

e N. Karmark: bels6 pontos eljaras (1984): eljaras eldonti, hogy van-emegoldas és ha
van, akkor mik a megoldasok.

Megjegyzés. Bizonyos feladattipusokra az eqyik, mig masikra amdsik eljards a hatékonyabb.



3.1. LP-feladatok grafikus megoldasa

A 2-dimenziés LP-feladatok egyik megoldasi modja azon alapul, hogy az egyenlGtlenség tipusi
feltételek félsikokat hataroznak meg a sikban. Ezen félsikok metszete adja a lehetséges megoldasok
halmazat, amely ismeretében az optimalis megoldas meghatarozhato.

Tekintsiik az ax + by < ¢ egyenlStlenséggel adott feltételt. Ekkor

Ha a >0, b=0, akkor ax+by <c< v < <

ha a <0, b=0, akkor ax+by <c& x> 7,

ha a # 0, b> 0, akkor ax+by < c<y < {—1z,

(=

ha a # 0, b <0, akkor ar+by <cy>§— 3w

A feladat soran felirt Gsszes feltétel egy-egy a fentihez hasonlo félsikot definial. Egy pont akkor
és csak akkor elégiti ki az Osszes feltételt, ha minden az egyenlGtlenségek altal meghatarozott
félsikon rajta van, azaz ha az illet§ pont eleme a meghatarozott félsikok metszetének (jeldljiik ezt
a halmazt L-lel).

A feladat most az, hogy a lehetséges megoldasok halmazabol (£) kivalasszunk egy olyan pontot,
ahol a célfiiggvény minimum feladat esetén minimalis, maximum feladat esetén maximalis.

Célfiiggvény geometriai jelentése:

Célfiiggvény: z(z,y) = dr+ey

Rogzitsiink egy tetszdleges zp értéket. Ekkor azon pontok halmaza melyeken a célfliggvény
értéke 2y éppen a dx+ ey = zg egyenes pontjai.

Ha e # 0, akkor a kiilonb6z6 célfiiggvényértékek egy parhuzamos egyenessereget hataroznak
meg. Ezen egyenesek meredeksége —g ¢s az y-tengelyen vett metszetiik .

Ezen egyenessereghdl vizsgaljuk azon egyeneseket, melyeknek van kozos pontjuk L-lel. Ha e >
>0, akkor a célfiiggvény érték pontosan akkor maximalis, ha a tengelymetszet maximalis és akkor
minimalis, ha a temgelymetszet minimalis. Negativ e egyiitthato esetén az Osszefiiggés éppen
forditott.



1. L lehetséges megoldasok halmaza a x,y € Z feltételt figyelmen kiviil hagyva konvex sokszog.
Igaz-e ez altalaban?

Tétel. L lehetséges megolddsok halmaza egyenes szakaszokkal, esetleg félegyenesekkel hatdrolt
zdart konvex halmaz. Ha L korldtos, akkor konvex sokszdg.

Bizonyitds. Az egyenlGtlenségek altal meghatarozott félsikok zart, konvex halmazok. Ezek
metszete is zart, konvex, és valoban egyenes szakaszokkal, vagy félegyenesekkel hatarolodnak
el. U

2. Kétdimenziés szemléletbdl leolvashato tovabbi kovetkeztetések:

e [ korlatos = L konvex sokszog = létezik, optimalis megoldas.
e L zart, nem Kkorlatos, véges sok cstccsal, akkor

e van optimalis megoldas, vagy

e célfiggvény barmilyen kicsi/nagy lehet = nincs optimum.
e £ = = nincs lehetséges megold4s = nincs optimum.

3. Egészértéki feladatoknal nem biztos, hogy a csticspontok egészértékiek. Ilyenkor kerekiteni
szokéas. (Nem mindig jarhato ut.)

3.2. LP-feladatok megoldasa Fourier médszerrel

A Fourier modszer szintén kisebb feladatok megoldésara szolgal:

o Irjuk at a célfiiggvényt egyenlétlenséggé. Példaul legyen az aktuélis célfiiggvény ex + fy =
=z —max. Ha a z valtozo értékét tekintjiik az optimum értékének, akkor csak az optimaélis
megoldasok elégitik ki az ex+ fy > z egyenlGtlenséget.



Azon pontok koziil melyek kielégitik az 1j egyenlStlenségrendszert kell meghatéaroznunk azt,
amelyre a z érték maximalis. Ehhez kivalasztunk egy 2-t6l kiilonboz6 valtozot (legyen ez x),
majd ezt kifejezziik minden egyenlGtlenséghdl. Az igy kapott egyenlStlenségek két csoportba
sorolhatok. (z < tobbi valtozotol fliggs kifejezés, x = tobbi valtozotol fiiggs kifejezés)

Az els6 csoport minden egyenlStlenségét parositsuk a masodik csoport minden egyenlétlen-
ségével, ilymodon kiiszoboljiik ki a rendszerbdl az x valtozot.

Az eljarast addig folytatjuk, amig a rendszerben egyetlen valtozo, a (z) marad.
Igy z-re also és fels6 korlatok kaphatok, melyek megadjak az optimum értékét.

Ezt visszahelyettesitjiik a korabbi egyenlet-rendszerekbe, megkapjuk az optimalis megoldast.



2.tétel

3.3. Linearis programozas elméleti alapjai
3.3.1. LP feladatok ekvivalens alakjai
Definicié. Egy LP-feladat standard alaki, ha

o feltételrendszere csak < reldciokat tartalmaz

e q vdltozok csak nemnegativ értékeket vehetnek fel

e a célfiigguény maximumdt keressiik.

Matematikai jelolésekkel: n,m € N*,

anzi + aipre + ... + ez, S b
217 + 2229 + ... 4+ A2n Ly é g)g
;1T + ;29 + ... + Ain Ty § bl
Am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn é bm
T1, T2, ..., Ty >0
C1T1+CoXog+ -+ CprZy = 2 — Max
Matrixok, vektorok segitségével :
Az < b (A e M™™ e R" beR™)
z > 0,
cxr = z —max (ceR™)

Tétel. Minden LP-feladat standard alakira hozhato.
Bizonyitas.

e A maximum és minimum feladatok koziil elég csak a maximum feladatokkal foglalkozni,
mert max{z(z)|z € L} pontosan akkor létezik, ha min{—z(z)|z € L} létezik, és

min{z(z)|z € L} = —max{—z(z)|z € L}
és —z maximum helye megegyezik z minimum helyével.
e Az egyenl6tlenségek mindegyike < alakra hozhaté:
e Ha egy feltételben forditott irdnyd egyenlGtlenség szerepel, azaz
ain®1+apTa+- -+ T, 2 b;,
akkor mindkét oldalt —1-gyel beszorozva az egyenlétlenség iranya megfordul:
—Qj1T1 — QigTg — "+ — AinTp = —b;.
e Ha egy feltételben egyenlGség szerepel, azaz
a1+ apTo+- -+ ATy, = by,
akkor azt helyettesithetjiik két egyenlStlenséggel:

a1+ apra+- -+ apmr, Sb;

1T+ a0 0T9+ -+ a;nTy, Z bl

10



— Ha van olyan véltozo a modellben, melyre

e z; 2 d (d€R) a feltétel, akkor 2 := x; —d 14 véiltozot bevezetve x-re mar az x; = 0
feltételnek kell teljestiilnie,

e z; = e (e €R) a feltétel, akkor 7 := e —x; 1j valtozot bevezetve z’-re mar az 2, = 0
feltételnek kell teljesiilnie,

e z; € R a feltétel, azaz z; elGjelkdtetlen, akkor 7 := :rj, xf = x; 4 valtozokat

bevezetve, x’;, x/-re méar az x’;, x7 2 0 feltételnek kell teljesiilnie. Az feltételrendszerbe
xj =z —xj-t frunk.

1

O
Definicié. Egy LP-feladat kanonikus alaki, ha
o feltételrendszere csak = reldcickat tartalmaz
e a vdltozok csak nemnegativ értékeket vehetnek fel

e a célfiigguény maximumdt keressiik.

Matematikar jelekkel :
Az = b (A e M™" e R" beR™)
x > 0,
cx = 2z —max (ceR)

Tétel. Minden standard feladat kanonikus alakira hozhato.

Bizonyitds. Egy standard feladat feltételrendszerét tigy hozhatjuk kanonikus alakra, hogy a <
feltételek baloldaldhoz u; >0
textbftextitkiegészits valtozokat adunk.? Tehat ebben az esetben 1j valtozot vezetiink be.[]

Definicio. A kiegészitd és a tobbletvdltozot 6sszefoglalo néven eltérésvdltozoknak nevezziik.

3.3.2. LP feladatok algebrai és geometriai hattere

Definicié. Az A-x = b feltételt kielégité x wvektort a kanonikus alaku feladat megolddsdnak
nevezziik. Ha x > 0 kikdtés is teljesiil, akkor az x-et lehetséges megolddsnak nevezziik. Eqy
x lehetséges megoldds akkor optimdlis, ha nincs ndla nagyobb (minimumfeladat esetén kisebb)
célfiigguényértékkel rendelkezd lehetséges megoldds.

Tétel. Eqgy LP-feladat standard alakjinak és kanonikus alakjinak lehetséges megolddsai kolcsond-
sen egyértelmi modon megfeleltethetdk egymdsnak.

'Ha a € R, akkor

L a, ha a>0, _ 0, ha a>0,
a’ = a” =
0, ha a<0, —a, ha a<0,

az a szdm pozitiv illetve negativ része.
2Ha nem standard feladatbol indulunk ki, akkor eléfordulhat a > feltétel, e feltétel baloldalabol v; > 0 t&b-
blettvdltozot vonunk ki.
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Bizonyitds. A standard feladat egy lehetséges megoldasét a feltételekbe helyettesitve a tobblet-
és kiegészitovaltozok értéke egyértelmten kiszamithato, a kanonikus alaku feladat egy lehetséges
megoldasabol a tobblet és kiegészitGvaltozok értékeit elhagyva egyértelmi modon megkapjuk a
standard feladat egy lehetséges megoldasat. [J

Kovetkezmény. Mivel a standard és a kanonikus feladat célfiigguénye azonos, ezért ha a kanon-
tkus feladat eqy lehetséges megolddsa optimdlis is, akkor a neki megfeleltetett standard-megoldds
szintén optimdlis és viszont.

Az A -z =) egyenletrendszer megoldasa:

Legyen az A € R™ ™ matrix teljes sorrangu, azaz p(A) = m. Ekkor A oszlopvektorai koziil
kivalaszthato egy B € R™*™ matrix, amelynek oszlopvektorai az A oszlopvektorterének bazisat
alkotjék, azaz B nem szingularis matrix.

Feltehets, hogy az A matrix els6 m oszlopa keriilt a B matrixba (ha nem igy lenne, akkor
megfelels oszlop illetve sorcserékkel ez elérhetd).

Legyen tehat az A matrix particiondlva: A = [B,N]. Ennek megfelelSen az x megoldas is

felbonthat6: z = fB } . Igy a kanonikus feladat feltételrendszere az alabbi alakba irhato:
TN

B+ BNz =Bl b,
amelybdl z 5 kifejezhet:
EBZB_lb—B_l-N-gN.

Az x5 nembazis-valtozok mindegyikének 0 értéket adva a feladat egy bdzismegolddsdhoz ju-
tunk. Ha a nembézisvaltozokon kiviil még legalabb egy bazisvaltozo is 0, akkor a bazismegoldast
degeneraltnak nevezziik.

Megjegyzés. Minden bdzishoz (B ), pontosan eqy bdazismegoldds tartozik. Tehdt a bazismegolddsok
szamdnak mazximuma: :1) = m,(n IR




3.tétel

1. Tétel. Eqy xz € L pont akkor és csak akkor csicspontja L-nek, ha az x pozitiv komponenseinek
megfeleld A-beli oszlopvektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds.

e Tegyiik fel, hogy x € L csucs. Indirekt moédon bizonyitunk. Tehat feltételezziik, hogy x pozitiv
komponenseihez tartozo oszlopvektorok linearisan fiiggsk.

Feltehetjiik, hogy x elsé k£ komponense pozitiv. Particionaljuk z-et és ennek megfelelGen
A-t:

Ekkor o
Az =AZ+O0,x(n-r)0,_ =b



O

Az indirekt feltevésbal kovetkezik, hogy A oszlopvektorai linearisan fiiggsk. =

J
A@+ed)=ATz+cAd=Az=b (Ve >0)

Igy minden & > 0 esetén
/I_L = [Z+5C_i> Qn—k] € Ea Q = [Z_gda Qn—k] € ‘Ca
tovabba
u—+v
2 7
azaz x L-beli szakasz felez6pontja. Ez ellentmondés, hiszen x csics.

2:

Most feltessziik, hogy z pozitiv komponenseihez tartozo oszlopvektorok (A oszlopvektorai)
linearisan fiiggetlenek, de z nem cstcs.

Ez azt jelenti, hogy

Ju,vel, u#v, A€(0,1): z=Xu+(1-Nv

Mivel
rucl = Alz—u)=Ar—Au=0b-b=0,,
Tovabba
r=[z,0,,] \N1-N)>0 wuv>0, z=> u+(1-Nu
\
u,v utols6 n—k komponense 0.
Ezért

AZ-u)=A(z—u) =90

m?

azaz A oszlopvektorai dsszefiiggSk, hiszen van nem trivialis megoldésa (Z — # 0,.) az
Ay=0,, (FeR"

egyenletrendszernek. Ez ellentmondas.

1. Kovetkezmény. Egy x€L pont akkor és csak akkor csicspontja L halmaznak, ha az x lehetséges
bazismegoldasa az A-x =b egyenletrendszernek. (x € L csicspont < z lehetséges bazismegolddasa
az Az = b egyenletrendszernek. )

2. Kovetkezmény. L halmaznak véges sok csicsa van. Csucspontok maximdlis szdma : (:l)

2. Tétel. Ha egy kanonikus alaki LP-feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor a lehetséges
megoldasok halmazdnak van legaldbb egy optimdlis csicsa.
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3. Kovetkezmény. Ha a kanonikus alakiu LP-feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor van
optimdlis bazismegolddsa is.

3. Tétel. Az optimdlis megolddsok minden konvex linedris kombindcioja is optmdlis megoldds.



5.tétel

4. A szimplex moédszer

4.1. LP feladatok tovabbi osztalyozasa

e Normdl feladat: Olyan standard alaki feladat, melyben a feltételek jobboldalan nem
negativ szamok allnak.

e Modositott normadl feladat: A feltételek jobboldalan nemnegativ szamok allnak és els-
fordul benne = relacio is.

o Altaldinos alaki feladat: A feltételek jobboldalan nemnegativ szamok allnak, és szerepel

benne > relacio is.

4.2. Normal feladatok megoldasa
Definicié. Egy LP-feladatot normdl feladatnak neveziink, ha

o feltételrendszere csak < reldaciokat tartalmaz

e q vdltozok csak nemnegativ értékeket vehetnek fel

o a célfiigguény maximumdt keressiik.

e a feltételek jobboldalan csak nemnegativ konstansok lehetnek.

A normaél feladat kanonikus alakjat a kovetkezéképpen is felirhatjuk:

max z

—C1ry — ... —  CpXy, 2z = 0

anry + ... + ai,T, + = b1

2171 + ... + AonTp 4+ ug = bg

amiTi + ... + QunTn + Uy, = by
T1,L9, ooy Ty U, Uy« v oy Uy > 0

e egyenletek szama: m—+1

e viltozdk szama: m+n-+1

Az el6z6 egyenletrendszernek a kovetkezd koordinatatabla felel meg:

T L. Xy . Xy 20U U U,
z |- ... —¢ ... —c, 1 0 0O ... 010
u.l Cl_ll e a_lr N aln 0 1 0 ce O b-l
Uk agr ... Qg ... Qgp 0 0 ... 1 O bk
Um | Q1 oo Ay oor Gmn 0 0 ... 0 1 | by,

Itt a vektorok helyett a nekik kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethets valtozokat tiintettiik
fel.
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Egy lehetséges bazismegoldés:

z =0, Q:Q £:0

=-n

Most a célfiiggvényérték nulla, tehat biztosan nem optimélis a megoldas. Probalunk attérni mas
bézisra.
Legyen ay, # 0 pivot-elem. a, vektort vissziik e, helyett a bazisba:

A, = —Cry+a1,€) + . . .+ Apry+ o+ Ay, (1)
b=0ey+bie;+...+bre,+...+bne,, (2)
Kifejezziik (1)-bdl e,-t:
C ai, A(k—1)r 1 A(k+1)r Ay
e = €y — €1 —...— €. _1+—a,.— e — ..,
=k (077% =0 Ay = A k-t A - Ay R Ay -

és behelyettesitjik (2)-be:

Cr air, A(k—1)r b
b= b—e;+ (bl—bk 1 )g1+...+ <bk1—bk - >gk_1+ “a,+
Ay Ay Qfr Akr
a r mr
(bk+1—bk (k+1) ) §k+1+' ..+ <bm—bka ) €Ems
Ay Ay
Uj koordinata-tabla:
Ty Z U Ug, U,
zZ |.oo. ... 0 ... 1 0 . ;I:T .0 bk;l:
uy oo ... 0 .. .00 1 ... —ﬁ ... 0 bl_bka;:
Ty ... ... 1 ... ...0 0 ... =~ ... 0 LS
agr Ay
Up | oo ... 0O ... ... 0 0 ... —Gmr 1 | by, — by e
apr Akr
Folosleges oszlopok is vannak, amelyek nem valtoznak. Ezeket elhagyjuk:
Egyszerisitett tabla (Szimplex tdbla):
Ty ... Tp 2 U ... Um ry ... Ty
z|—c ... —c¢, 1 0] O z| —c —c, | O
U1 ayr ... Q1n 0 1 0 bl = (51 air ... QA1np bl
0
U | Gm1 -o. Qmp 0 0 1|6, Um | Gm1 - Qmn | D

Redukdlt pivot algoritmus:
e A pivot elem helyére a reciprokat irjuk,
e a pivot elem sordban minden elemet elosztunk a pivot elemmel,

e a pivot elem oszlopaban minden elemet elosztunk a pivot elemmel és vessziik az ellentettjét,
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e a tobbi elemet tgy szamoljuk, mint a baziscserénél (téglalap-szabdly: pivot-elemet nem tar-
talmazo atlok szorzatat osztom a pivot elemmel, és ezt kivonom a negyedik csticsnél 1évo
szambol.)

A nembézisvaltozok értéke minden lépésben 0, a bazisvaltozok értékét a redukalt szimplex-tabla
utolso oszlopabol olvashatjuk ki.

Konnyen lathato, hogy a jobb fels6 sarokban 1évé elem a célfiiggvény aktualis értékét adja.

Célunk bazistranszformacioval olyan 0j bazisra attérni, amelyhez szintén lehetséges bazis-
megoldas tartozik és a célfiiggvény értéke nagyobb. A bazistranszformécio soran az 4j bazisvektor
oszlopaban eltarolhatjuk a béazisbol kikeriils vektor 1j bézisra vonatkozo koordinétait.

Pivot elem kivalasztasa soran két feltételre kell figyelniink:

e Lehetséges megoldashoz szeretnénk jutni, azaz minden bézisvaltozdé nem-negativ értékd
legyen.

o A célfiiggvény értéke ne csokkenjen.

Mivel lehetséges megoldéasbol lehetséges megoldast szeretnénk elgéllitani, ezért b; > 0 és b, >0
(1 <7 <m). Tegyiik fel, hogy az ay, elemet vélasztottuk pivot elemnek. Ekkor a b), = aka elem

pontosan akkor nemnegativ, ha ay, > 0. Tetsz6leges i # k index esetén

; b; b

Ay Qi Ay

ami akkor teljesiil, ha 2o > ;Tk minden i-re teljesiil, azaz

@iy

by, b
= min —.
a,]ﬂ. i:aqr>0 a‘iT‘

Ezt a pivotelem vélasztasi stratégiat a szik keresztmetszet szabdlydnak nevezzik.
A célfiiggvényértéke a szimplex-1épés el6tt legyen z (az elsd 1épés el6tt természetesen z =0), a
szimplex-1épés utan pedig 2’
/ by,

Z =2

b
(=) >z & b
Ay Afr

'CTZO

Mivel a kordbbiakban mar megallapitottuk, hogy aka > 0, ezért sziikségszerten ¢, > 0. Azaz
negativ célsorelem alatt valasztunk pivot elemet.
A pivot elem valasztasanak szabalyai:

e Olyan oszlopban valasztjuk a pivot elemet ahol a célsor eleme negativ
e Pozitiv szamot valasztunk pivot elemnek

e A kivalasztott oszlop pozitiv elemeivel osszuk el az utolsé oszlop megfelel§ elemeit és azt a
szamot valasztjuk pivot elemnek, amelyre ez a hanyados a legkisebb

A negativ célelemii oszlopok koziil az alabbiak alapjan valaszthatunk:
e A legnagyobb abszolutértékid negativ célelem oszlopabdl valasztunk, vagy

e Minden negativ célelemi oszlopban hatarozzuk meg a pivot elemet és szamitsuk ki a cél-
fiiggvény novekedését. Vélasszuk azt az oszlopot, amelynél a névekedés a legnagyobb vagy
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e Konnyebb szamolas érdekében olyan oszlopot valasztunk, ahol pivot elem 1-nek adodik.
vagy

e Konnyebb szamolés érdekében olyan oszlopot valasztunk, ahol pivot elem soraban vagy osz-
lopaban 0-t, vagy 0-kat talalunk.

Példa:
233'1 + To — XT3 < 20
Ty + To + 21’3 S 26
21’1 — 3[)32 + ZT3 S 18
T1,T9,T3 Z 0

3x1+4xs+x3 =2 — max

4.2.1. A szimplex algoritmus algebrai hattere

Legyen az LP-feladat:

Ar+Eu = b (Ae M™ " Ee M™™ xeR" bucR™)
z>0,, u>0,
cx = z—max (ceR)

alaku. A célfliggvény értékét z 4j valtozonak tekintjiik, és megoldjuk az alabbi egyenletrendszert:

y — cx = 0 (ceR™)
Az + Eu = b (Ae M Ee M™™ ¢z eR" bueR™)
x>0, wu>0, z>0
Az egyenletrendszer felirhato N B
Az=Db
alakban, ahol
~ 1 —c 0, ~ & ~ 10
Al %) ) i-[G]

Az egyenletrendszerhez tartozé indulé szimplex-tabla:

|z |
—¢ |0
A b

z

A tablahoz tartozo bazis:
1 4,

6) E

Legyen az A € M™*™ matrix ismét teljes sorrangt, azaz p(A) = m. Ekkor az [A, E] méatrix
is teljes sorranggu lesz. Tehat [A, E] oszlopvektorai koziil kivalaszthato egy B € R™*™ matrix,
amelynek oszlopvektorai az [A, E] oszlopvektorterének bazisat alkotjak, azaz B nem szingularis
matrix.

Oszlopcserékkel elérjiik, hogy az [A, E] méatrix els6 m oszlopa keriiljon a B méatrixba.

Legyen tehat a maéatrix particionalva: [A, E] = [B,N]. Ennek megfelel6en az x megoldas is

felbonthato: z = iB ] . (zg € R™, 25 € R"). Tovabba ennek megfelelGen

lc,0,,] = [c, cnl-
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Az 14j egyenletrendszeriink bazisaba nyilvan bekeriil a z-hez tartozé egységvektor is. A transz-
formalt tdblahoz tartozo bazis:
~ 1 —c
B = -5
ray

~—1 1 c¢.B7!
5=y |

A bazis inverze pedig:

mely egyszertien igazolhato:

~ ~-1 1 —c 1 ¢,B7! 1 ¢zB'—¢;B™!

Most véve az

A =[B,N] z=[z5 25]
particionalast, kapjuk, hogy

B-i;+N-Ig=b “&° 7;+B Niy=B b
amelybdl z 5 kifejezhetd:

~—] ~ ~—-1 ~

Tp= b—B -N-Zj.
Figyelembe véve, hogy

I O
[

kapjuk, hogy

517 [ 1 pBT ] [0]_[epBTh
5[ =[]

~1 ~ [ 1 ¢zB™ —cy | [ —ey+csBT'N
e ) )]

Beirva a kapott eredményeket a szimplex-tablaba kapjuk, hogy

| LN |
Z | —Cn +QBB_1N QBB_IIQ
Tp B 'N B 'p

Ezen eredményeket felhasznalva konnyen igazolhatd az alabbi két tétel.

4. Tétel. Ha a szimplex tdbla célsordban nincs negativ elem, akkor a tabldhoz tartozo lehetséges
bdazismegoldds optimdlis.

Bizonyitds. Az A% :E egyenlet bazismegoldasa:
i=[5Bb6,]
A bazismegoldashoz tartozéd célfiiggvényérték:

z=czB7'b
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A célfiiggvényt altalanos esetben a

z=cprp+cyry =cg (BT'0—B 'Nay)+eyzy =
= QBB_lb_ (QBB_lN_QN)lN

képlettel szamolhatjuk ki(, melyet a szimplex tablabol is kiolvashatunk). Az LP feladat feltételeibél
kovetkezik, hogy z, >0, a tétel feltételébs] pedig kovetkezik, hogy ¢y BN —cy >0, . Ezért z,
értékét akarhogyan valasztjuk,

z<cpB7'b

egyenlétlenség teljesiil, tehat czB~'b valoban a legnagyobb célfiiggvény-érték. O

5. Tétel. Ha a szimplex tabla célsordban olyan negativ szam dll, melynek oszlopaban nincs pozitiv
szam, akkor a célfiigguény felilrdl nem korldtos a lehetséges megolddsok halmazdn.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy cyB™'N —cy j. (1 < j < n) koordinataja negativ. Jeldljiik ezt
¢j-vel, tovibba B™'N j. oszlopat jelljiik a;-vel. A tétel feltételei szerint:

¢ <0, a;<0,.

Valasszuk a nembézisvaltozokat a j. koordinatan kiviil mind nullanak, a j.-et pedig egy pozitiv

valos szamnak, azaz
zy:=1[00,...,0,_d ,0,...,00 deR"

Ekkor
o [z, xy] lehetséges megoldas, mert xy > 6, és

25 =B'0-B 'Nzy=B'b— d_a >0
~~ ~—~

o A célfiiggvény értéke pedig:

2=cpB b~ (B 'N—cy)ay =cgB b~ ¢ d_
<0 >0
—_——

>0

tetszbleges nagy lehet d vélasztasaval.[l
1. Megjegyzés. A két tétel egyikénél sem lett kihaszndlva, hogy b>0,..

6. Tétel. Ha degenerdcio nem fordul eld, akkor a normdl feladat indulo tabldjdabol az ismertetett
algoitmussal véges szdmi lépésben eld lehet dllitant azt a szimpley tdblat, amely vagy tartalmaz
optimdlis megolddst, vagy jelzi, hogy a célfiigguény nem korldtos a lehetséges pontok halmazdn.

Bizonyitas. Ha nincs degeneracio, akkor b > 6, .. A szimplex transzformécié a csicsokon megy
végig. Véges sok cstcs van, b > 6, feltétel miatt minden csucsot legfeljebb egyszer érint, ezért
véget ér az algoritmus véges sok 1épésben.[]

2. Megjegyzés. e Ha a szimplex tabla utolsé oszlopdba 0 keril, akkor ez okozhat végtelen
ciklust. Ennek kikiiszobolésére vannak tovdbbi algoritmusok.
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e Minimum feladatok megolddsa:
* Célfiigguényt megszorozzuk (-1)-gyel és a maximumot keressiik.

e (élsorban a pozitiv értékek oszopdaban keresiink a szik keresztmetszet szabdlya alapjdn
pozitiv prvot-elemet.

Osszegezve:
Az algoritmus végetér:

e ha a célfiiggvény soraban nincs negativ elem, ekkor az optimélis megoldas és a hozzatartozo
célfiiggvényérték a tablabol kiolvashato

e ha a negativ célelemek oszlopaiban nincs pozitiv elem, ilyenkor a célfiiggvény a lehetséges
megoldasok halmazan tetszélegesen nagy értéket felvehet

e Bizonyos esetekben végtelen ciklusra vezet az algoritmus. Az ilyen esetek akkor léphetnek
fel, ha a pivot elem soraban az utols6 oszlopban 0 all.

6.tétel

4.2.2. Alternativ optimumok keresése

A maximumfeladatnak akkor lehet t6bb optimélis megoldésa (alternativ optimumok), ha az
optimélis szimplextabla célsora nullat is tartalmaz. Ekkor az alabbi esetek lehetségesek

1. Ha a nulla célelem alatt van pozitiv szam és elGallithato egy tjabb, az el6z6t6l kiilonb6z6
béazismegoldas, akkor a feladatnak végtelensok optimuma van és azok az optimumok konvex
linearis kombinacioiként allithatok eld. (A konvex linearis kombinacié olyan linearis
kombinacié, melyben az egyiitthatok nem-negativak és Osszegiik 1.)

2. Ha a célsor 0 eleme alatt van pozitiv szam, de a degeneracié6 miatt nem allithato el6 1j
optimalis bazismegoldas (a pivot elem sordban a jobboldalon 0 all), akkor nincs alternativ
optimum.

3. Ha a célsor 0 eleme alatt nincs pozitiv szam, akkor az optimalis megoldasok halmaza nem
korlatos.




4.2.3. A szimplex moddszer geometriai hattere

A szimplex modszerrel a kanonikus alakt feladat lehetséges bazismegoldasainak egy olyan soroza-
tat allitjuk els, hogy a megfelel§ célfiiggvényértékek sorozata maximumfeladat esetén monoton
nemcsokkend, minimumfeladat esetén pedig monoton nemnévekvs. Az egymast kovet§ bazisok
csak egy vektorban kiilonboznek.

A kanonikus alaku feladat lehetséges bazismegoldasai a lehetséges béazismegoldasok halmazanak
csucspontjai, igy a probléma geometriai interpretacidja a kovetkezs:

Az L konvex poliéder cstucspontjain mozgunk. Mindig olyan szomszédos csiicspontra igyek-
sziink, melyben a célfiiggvény értéke nagyobb, de legaldbbis nem kisebb az el6zénél. Az eljaras
akkor fejez6dik be, ha méar nincs nagyobb célfiiggvényértéket adéd csics, vagy nyilvanvald, hogy a
célfiiggvény nem korlatos L-en.



4.3. Mobdositott normal feladat megoldasa

1. Definicié. Eqgy LP-feladatot mddositott normdl feladatnak neveziink, ha
o feltételrendszerében biztosan van = reldcio, de nincs > reldcio
e a vdltozok csak nemnegativ értékeket vehetnek fel
e a célfiigguény maximumdt keressiik.
e a feltételek jobboldaldan csak nemnegativ konstansok lehetnek.

Tegyiik fel, hogy egy modositott normal feladat elsé k db feltétele < relaciot tartalmaz, a tébbi
pedig egyenlet. Ekkor a kanonikus alaki feladat feltételrendszerét a célfiiggvénnyel kiegészitve az
alabbi egyenletrendszert kapjuk:

—C1-T] — Co -+ To - ... = Cn*Tn + =z = 0
ai1-T1 + 12T 4+ ... + A1p Ty + U1 = bl
a1 1 + 929 T2 + ... + Aoy, * Ty + U9 = bg
ap1-Ty +  apTz A+ ...+ Gk Ty + up = by

Ag+1,1°T1 + Qrr12°T2 + ...+ Opy1p Ty = bp

Am1 L1 + Gma Ty + ...+ G Tn = b,

A fenti egyenletrendszer abban kiilonbozik a normél feladat egyenletrendszerétsl, hogy az itt
az egyiitthatdé méatrixnak csak k+1 egységvektora van. A kiindul6 tabldhoz sziikségiink van az
egységvektorokbol allo trividlis bazisra. Ezt ugy tudjuk biztositani, hogy a egyenlség feltételek
baloldalahoz tgynevezett mesterséges kiegészité valtozokat adunk. Konnyen lathato, hogy az ]
egyenletrendszer egy bazismegoldasa csak akkor megoldasa az eredeti feladatnak, ha a mesterséges
kiegészitG valtozok értéke mind nulla.

Tehat a modositott normal feladat az alabbi formaban frhat6: ¢,z € R* b, € R*, b, € R™7*,
Al Ekan, A2 eM(mfk)xn‘

Az < 1_717 [_71 > Qk
= an l_72 > Qm_k

A fenti feladat kanonikus alakjat ugy kapjuk, hogy a < feltételek baloldaldhoz u, >0, kiegészitGval-

tozdkat adunk.:
maxz =

c

Ajxz+ EIQ1 = 1_71, [_71 > Qk

Asx = 1_727 1_72 > Qm_k
z 20, u >0,

Az eredetileg is egyenlGségként megadott feltételek baloldalahoz is mesterséges kiegészit-valtozokat
adva tudjuk biztositani a trivialis bazis létezését. (u,) Masodlagos célfiiggvényt vezetiink be:

z:=1m, 1:=(1,...,1)

=]

Célunk Z minimumat megtalalni. Ha minz=0 (z >6,,_,), akkor mivel @, >6

s €261t Wy =0, ;.
akkor ki tudtuk kiiszobdlni a mesterséges valtozokat.
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Ezek utan a kovetkezs koordinata tabla irhato fel:

‘ Z z U Uy Z ‘

< | —C 1 Qf Q;nfk 0 0
u | Ay 0, E, o 0, | by
Uy |Ag 0, O Ey 0,40
z|g, 0 6 -1 1 |0

Ha a mesterséges kiegészitd valtozokat tartalmazo egyenletek 0sszegét hozzaadjuk a mésodlagos
célfiiggvénynek megfelel§ egyenlethez, akkor az w,, u; vektorok oszlopdban méar egységvektorok

fognak allni:

‘ x z Uy Usy z ‘
| —¢ 1 6 8, 0 |0
up | Ag 0, E. O 0y, by
Uy | Ay 0,4, O Ey 0,.,]| b
Z 1Ay 0 O 0, 1 |Lb

Igy felirhaté az alabbi redukalt tabla:

| 2z |
z —c 0
Uy Ay Ql
Uy | Ay by
Z|1-Ay| 1D,

OSSZEGEZVE, a modositott normalfeladatot az alabbi kétfazistt moédszerrel oldjuk meg:

1. fazis: A mesterséges eltérésvéltozokhoz tartozé vektorokat megkiséreljiik kivinni a bézisbol,
hogy kapjunk egy lehetséges megoldast a kiindulé feladatra. Ha ez nem sikeriil, akkor
nincs lehetséges megoldasa a feladatnak.

2. fazis: A normal feladat algoritmuséaval elGéllitjuk az optimalis megoldast, vagy kimutatjuk,
hogy a célfiiggvény tetszélegesen nagy értékeket felvehet.

Az els6 fazisban kitiizott célt ugy érjik el, hogy egy masodlagos célfiiggvényt készitiink, amely
a mesterséges kiegészitGvaltozok osszegébdl all és eldszor ennek a célfiiggvénynek keressiik a min-
imumét. Mivel a mesterséges kiegészitévaltozok is csak nemnegativ értékeket vehetnek fel, igy a
mésodlagos célfiiggvény optimélis értéke nulla vagy valamilyen pozitiv érték.

e Ha ez az érték nem nulla, akkor nincs lehetséges megoldésa az eredeti feladatnak,

e ha nulla, akkor ez csak gy lehet, ha minden mesterséges kiegészitévaltozo nulla, és igy van
lehetséges megoldéasa a megoldandé feladatnak.

* Ha az eljaras végére minden mesterséges kiegészits valtozot sikeriilt kihozni a bazisbol,
akkor a tovabbiakban a normél feladat megoldasahoz hasonléan jarunk el, hogy az
els6dleges célfiiggvény maximumat meghatarozzuk.
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* Ha maradt a bazisban mesterséges kiegészits valtozo, — ami csak tugy lehet, ha a valtozo
degeneracié miatt 0 értéket vesz fel — akkor az alabbi két modszer valamelyikével ezek
a valtozok is kihozhatok a béazisbol:

a) Ha a mesterséges kiegészitd valtozo soraban valaszthato — nem feltétleniil pozitiv, de
nullatol kiilonbozd — pivot elem, akkor elemi bazistranszformaciéval a mesterséges
valtozo lecserélhetd.

b) Ha a mesterséges kiegészits valtozo soraban csak 0 elemek vannak, akkor a sor az
egyenletrendszerbdl elhagyhato.

3. Megjegyzés. Ha az elsddleges célfiigguény optimalizdldsa sordn valamely mesterséges kiegészitd
vdltozot sikeril kihozni a bdzisbol, nem kell meghatdroznunk az 1y bazisra vonatkozo koordindtdit,
hiszen nem akarjuk vjra bdzisvdltozovd tenni, ezért az & oszlopdt elhagyjuk.

5. Példa. Oldjuk meg az aldbbi mddositott normadal-feladatot szimplex algoritmussal!

4:131 — T2 + + x4 S 50
T2 + T4 = 14

r3 + x4 = 20

T1,29,23, 4 > 0

4+ 229+ 33+ 14 = 2 — Mmax

6. Példa. Oldjuk meg az aldbbi mddositott normdl-feladatot szimplex algoritmussal!

41‘1 — o —+ + x4 S 50
T + x4 = 14

— T3 + x4 = 20

Ty,29, 23,24 2> 0

dxy 42294303+ 214 = 2 — Mmax

7. Példa. Oldjuk meg az alabbi mdodositott normdl-feladatot szimplex algoritmussal!

41'1 — T2 + + 24 < 50
T9 + 14 = 14

xT3 —f- Ty = 14

T1,%9,23,T4 > 0

4r14 209+ 3x3+ 14 = 2 — max

4.4. Altalanos alaku feladat megoldasa
Definicié. Eqgy LP-feladatot dltaldnos alaki feladatnak neveziink, ha

o feltételrendszerében biztosan van > reldcio
e « vdltozok csak nemnegativ értékeket vehetnek fel
e a célfiigguény maximumdt keressiik.

e «a feltételek jobboldalan csak nemnegativ konstansok lehetnek.
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Tehat az altalanos alaku feladat az alabbi forméaban irhato

max z = c-x c,xz€R"”
Az < 1_317 l_71 ZQ}.;
Asx = by, by, >0, k+{+s=n
Azz > by, by >0,
zx > 0,

A fenti feladat kanonikus alakjat gy kapjuk, hogy a < feltételek baloldalahoz u;>0 kiegészitGval-
tozokat adunk, a > feltételek baloldalaboél pedig v; > 0 tobbletvaltozdkat vonunk Kki:

max z = c-z, c,x €R"
Az + El@1 = [_717 [_)1 > Qk
Asx = by, b, >0, k+l+s=n
Asx — Esuz = b3, b3>0,

@ZQna Uy ZQka Q32Q5

Az eredetileg is egyenlGségként megadott feltételek és a > feltételekbdl kapott egyenletek
baloldaldhoz is mesterséges kiegészitévaltozokat adva tudjuk biztositani a trivialis bazis létezését.
Ezek utéan a kovetkezd koordinédta tabla irhato fel:

‘i Q32ﬂ1E2E33‘
zl—c 0" 1 6" 9" 6" 0]0
u|A, O 0 E O O 0|b
i, Ay O 0 O E, O 0|b,
us; |As —E3 0 O O Es; 0|b;
z|¢" 6" 06" -1 -1 1|0

Ha a mesterséges kiegészité valtozokat tartalmazo egyenletek Osszegét hozzaadjuk a mésodlagos
célfiiggvénynek megfelel§ egyenlethez, akkor az w,, u; vektorok oszlopaban mar egységvektorok
fognak allni, igy felirhat6 az alabbi redukalt tabla:

‘ z Us ‘
z —c i 0
Uy Ay O b
EQ A2 o bz
Es A3 _ES l_73
Z LAy +1-Ay —L-By|Lb+1b,

A maésodlagos célfiiggvény megint a mesterséges kiegészits valtozok osszege. A megoldést most
is két fazisban végezziik.



7. tétel

Az < b, AeM™", beR™,
x > 0, r € R",
max z = £5R  cdzE€R"cdER

Elnevezések:

o c=(c1,Co,...,Cn), Ci: fajlagos nyereség [Ft/db] (i=1,...

e ¢y termelési szinttdl fiiggetlen nyereség,

o d=(dy,ds,...,d,), d;: munkaigényességi eqyitthato [ora/db] (j =1,...

o dy fix iddsziikséglet.

),

4.5. Hiperbolikus programozasi feladat megoldasa szimplex moédszerrel

Definicié. Egy feladatot hiperbolikus programozdsi feladatnak (HP feladat) nevezzik, ha a
feltételrendszere ugyanaz, mint az LP-feladatok feltételrendsezere, célfiigguénye pedig két linedris
fiigguény hanyadosa. Tehdt a HP feladat az aldbbi formaban irhato

(3)

7n);

HP feladat megoldasédhoz az alabbi plusz feltételeket teljestilését koveteljiik meg:

e [ korlatos halmaz.

e d-x+dy>0VzeLl

e Bevezetiink egy 10j valtozot: ¢t > 0

e A (3) HP feladat célfiiggvényét bovitjiik t-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy

c-x+co tc-x+col

Megprobaljuk a (3) HP feladatot visszavezetni egy LP feladatra.

(tz)+cot

‘x
z= =
d-x

Ha az [z, t] vektort olyannak valasztjuk, melyre

d-(tz) +dot = 1,

Q.
+dy td-xz+det d-

(tz)+dot’

akkor tx =:y jelolés bevezetésével a célfliggvény linearis lesz, nevezetesen

z :g-ngcot.

e (3) feltételrendszerét is t-vel beszorozva kapjuk, hogy

Az < b /-t

Atz < b, Jtz=y )
Ay < b, [—tb .
Ay—tb < 0,
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Tehat (4), (6), (5) alapjan az igy generalt LP-feladat:

Ay—tb < 8

=m>?

AcMm™n  beR™,

y=>0, t>0 y €R", ™
d-y+dot = 1, deR" dyeR
max z = c-y+col GYER" eR

A kovetkezd tételekben megnézziik, hogy mi a kapcsolat a két feladat megoldéashalmaza és
optimum-értéke kozott.

7. Tétel. A (7) LP feladat minden megengedett [y, t] értékére t pozitiv (t > 0).

Bizonyitds. Indirekt moédon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van van [y,0] € £LL* pont. Ekkor

O,
1

~ P
<
I IA

teljesiil. Tekintsiik az £+ Ay (A € R") vektort, ahol z € L7F. Vizsgaljuk meg, hogy z+ Ay € L7P
mikor teljesiil!

Ay<o,, zeLHP

A(z+Xy) =Az+AAy) < Az < b

Mivel minden A € RT esetén x + Ay > 0,, is teljesiil, ezért
z+xye LM VAeRT

Ez ellentmond annak, hogy £7F korlatos halmaz. O

8. Tétel. Létezik LU és LI kozitt bijekcid.

Bizonyitds. Legyen [y,t] € LI és x = % (Mivel az el6z6 tétel miatt ¢ > 0, igy ez értelmezett
miivelet.) Kérdés: z é LHr:
Ar=AL= (A < L) =b
tovabba
y=0, t>0 = z2>0,

tehat x€ LT teljesiil.
Megforditva, legyen z€LHT tetszéleges. Ekkor

valasztasaval legyen



?
Kérdés: [y,t] € LIP:

Ay—tb=A(tr) —tb=t(Az)—th=_t_(Az—b

tovabba

tehat [y, e L™ teljesiil. Mivel mindkét iranyban a hozzarendelés egyértelmi volt, ezzel allité-
sunkat bebizonyitottuk. 0

9. Tétel. Ha [y*, t*]€ LT optimdlis megolddsa a a (7) LP feladatnak, akkor g*::%—IEEHP optimdlis

megolddsa a (3) HP feladatnak. Es az optimum értékek megegyeznek.

Bizonyitds. Legyen [y, t] € LT egy lehetséges megoldasa a a (7) LP feladatnak. A célfiiggvény
értéke az elézd tétel bizonyitasaban nyert kapcsolat alapjan

+ ot L ! £z
Z=2C- C =C- C =
Tt ey “dztdy doz

+CO
+dy’

tehat a célfiiggvényértékek megegyeznek az egymasnak megfeleltetett pontokban, igy az optimum-
helyeken is. O

8.tétel

5. Dualitas

5.1. A dual feladat fogalma

Minden LP feladathoz (P) egyértelmiien tudunk rendelni egy masik LP feladatot, az an dual
feladatot (D)!
(P)1—(D)

A dudl feladat szerepe:

e Dual feladat segitségével el lehet donteni egy z € L) lehetséges pontrdl, hogy optimalis-e.
e Néha a dual feladatot kénnyebb megoldani.

e Dual feladat optimélis megoldésa fontos gazdasagi jelentéssel bir.
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Példa. Tekintsiik az alabbi normal alaku LP-feladatot!

T + 41’2 < 10
3271 — T2 + I3 < 30
Ty, 29,23 > 0

4x1 419+ 3r3 = 2z — max

Az egyenl6tlenségbdl leolvashato, hogy [0,0,30] egy lehetséges megoldas ([0,0,30] € £). Ehhez a
lehetséges ponthoz tartozo célfiiggvényérték: z = 04+0+3-30 =90, igy

max z > 90
egyenlGtlenség teljesiil. Tehat talaltunk egy alsé korlatot. Fels6 korlatot is talalhatunk:
41‘1 +$2+3$3 S 2- (1'1 —|—4l’2) +3- (31’1 —1‘2+$3) S 20+90 = 110,

tehéat 110 egy jo felsd korlat:
90 < max z < 110.

Keressuink kisebb fels korlatot!

z :4$1+CI32+3JC3 S y1~(:c1—|—4x2)+y2(3x1—x2+:c3) S y110+y230,

ahol
yi + 3y > 4
dyy — 1y > 1
Y2 > 3
yi,y2 = 0

Ha a legkisebb felsé korlatot keressiik, akkor az alabbi LP feladatot kell megoldanunk:

Y1+ 3y > 4
dy — Yy 2> 1
Yo = 3

Y, Y2 =2 0

10y, 4+ 30y, = w — min

Ezt a feladatot hivjuk az eredeti feladat duéljanak.

2. Definicié. Standard alaki LP-feladat dudl feladata:

Az < b yA > c
r > 0, p(P) = y > 0 ¢ (D)
¢ X =z — max y-b=w — min

Megjegyezziik, hogy érvényes a (yA)" = ATQ egyenlGség, és inkdbb a masodik feltétel tran-
szponaltjat szokas a feladatokban felirni.
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10. Tétel. A (D) dudl feladat dudlja a (P) primdl feladat.

Bizonyitds. Irjuk at a definiciéban szerepls (D) dual feladatot standard alaktra és vegyiik

annak dualtjat.

_QT
0

Zm

IV IA

(P)

(=b) =

—~

—b)" -y = —w — max

d:eg”

(—AT)

AVAIAY

)T

(=b
b, (D)

B8 18

(=)l =—c-z=—2— min

Ha az els6 feltételnek vessziik a transzponaltjat és beszorozzuk az egyenlStlenséget (—1)-gyel,
akkor visszakapjuk az eredeti standard alakt feladat feltételrendszerét. A célfiiggvény soranak
(—1)-gyel valo beszorzasaval pedig a célfiiggvényt is megkapjuk.

O

A (P)-(D) primél-dual feladatpar értelmezhets mas LP-feladatokra is.

@) D)
célfiiggvény | maximum feladat || minimum feladat | célfiiggvény
<b yi =0
feltételek =b; y; elGjelkotetlen valtozok
> b; Y <0

.fL'j 2 0 2 Cj
valtozok x; elGjelkotetlen =cj feltételek
&€ S 0 S Cj

A tablazatban szerepld atirasi szabalyokat konnyen ellendrizhetjiik. Az alabbi példaban meg-

mutatjuk az ellenérzést.



5.2. Dualitasi tételek

Ebben a fejezetben a standard alaku primal feladat és annak duélisanak optimalis megoldésai
kozott keresiink kapcsolatot.

5.2.1. Gyenge dualitasi tétel

11. Tétel. GYENGE DUALITASI TETEL Ha x a (P) primdl, y pedig a dudl (D) feladat egy lehet-
séges megoldsa, akkor c-x <y-b, azaz a dudl feladat minden egyes célfiiggvény-értéke nagyobb a
primdl feladat 0sszes célfiigguény-értékénél.

Bizonyitds. Legyen z € L), yE LP) tetszoleges. Ekkor:

-/ Az <b yA > ¢ /- x
B >0

n

yAz <y-b Ar>c-x ;



amivel az allitasunkat bebizonyitottuk. O

4. Kévetkezmény. Ha x* a (P) primdl, y* pedig a dudl (D) feladat egy lehetséges megolddsa és
c-x* =y*-b, akkor x* a primdl, y* pedig a dudl feladat egy-egy optimdlis megolddsa.

Bizonyitds. A gyenge dualitési tételbdl (11. tétel) kovetkezik, hogy
cx<y-b, V@EUP),VQGC(D) (8)
Legyen el6szor x := x*. Ekkor

Yy b=ca*<yb VyeLl?),

azaz y* a dual feladatnak optimalis megoldasa, a célfiiggvény értéke itt minimélis. Legyen (8)-ban
y:=y". Ekkor

*

y beat>cox, Vel

S

azaz x* a primal feladatnak optimélis megoldésa, a célfiiggvény értéke itt maximaélis. U

Kérdés, hogy vannak-e olyan pontok, ahol a célfiiggvényértékek megegyeznek? Elképzelhets-e,
hogy nincs ilyen pont?

,_
o
=
[
T
[
I
[T I

Erre ad valaszt az erds dualitasi tétel.
5.2.2. Erds dualitasi tétel

12. Tétel. EROS DUALITASI TETEL

(a) Ha a (P)— (D) primdl-dudl pdr valamelyikének van optimdlis megolddsa, akkor van a dudl
parnak is megolddsa, és

max{c-z|z € LD} = min{y-bly € L)}

(b) Ha a (P)— (D) primdl-dudl par valamelyikének célfigguénye nem korldtos a lehetséges pontok
halmazdn, akkor a dudl parnak nincs lehetséges megolddsa.

Bizonyitds. Induljunk ki az alabbi primél-duél parbol!

Az < b yA > c
zr > b, ¢(P) = y 2 0y ¢ (D)
¢ T =z — max y-b=w — min
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(a) Tegyiik fel, hogy a primél feladatnak van optimalis megoldasa. Irjuk fel a primal feladat
kanonikus alakjat és a hozza tartozo dual part.

y.b = w]
Cp'ZTp + Iy = < _ &B > ¢ _
Buy 4+ Ney = bo(P) = U0 D D)
xp >0 xy > 0 g o= N
. — Zm> = — =n? g 6 Rm}

ahol B a (P) optimélis bazisa. Irjuk fel az optimalis szimplex tablat!

| LN |
z | —cn+cgBT'N [ ¢zB7'b
Ty B 'N B b

Ekkor y := cgB7t e L£DP) mert
~ yB=(czB B =cp >y

- yN= cgB N > ¢y, mert —cy+cpB TN >0, (A tabla optimalis, célsoraban nincs negativ
elem.)

A célfiiggvény értéke pedig:
w=y-b=csB " b=2z,

tehat a 8. kovetkezmény miatt a duél feladatnak is van optimuma, és az optimumértékek mege-
gyeznek. //(a)

(b) Indirekt modon bizonyitunk. Tegytik fel, hogy (P) célfiggvénye feliilr6l nem korlatos és a
dualis feladatnak van lehetséges megoldésa, azaz £7) # (), és igy létezik y € £LP). Ekkkor a gyenge
dualitéasi tétel (11. tétel) miatt B

cx<yb VezeLl?),

ami ellentmond annak, hogy a (P) feladat célfiiggvénye feliilr6l nem korlatos. Hasonl6an igazolhato
az az eset is, ha a dual feladat célfiiggvénye nem korlatos alulrél, akkor a primél feladatnak nincs
lehetséges megoldasa. U

Megjegyzés. A tétel (b) részében az dllitds nem fordithato meg. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan
(P)— (D) primdl-dudl pdr, hogy mindkettd lehetséges pontjainak halmaza dreshalmaz.



5.2.3. Komplementaritasi tétel

13. Tétel. KOMPLEMENTARITASI TETEL Legyen x a (P), y a (D) egy lehetséges megolddsa. Ezek
pontosan akkor optimdlisak, ha

(ng-’:;‘)li): z 8 }komplementarz'tdsi feltételek

Bizonyitds. i) Tegyiik fel, hogy x*, y* optimalis megoldas. Ekkor

A

*

g

—m

> c .
; N }(D> és c-z* =maxz=minw =y"-b

IV IA
|

H_/
E
I

< <

Szorozzuk meg a (P) feltételrendszerét balrol y*-nal, a (D) feltételrenszerét balrol x*-szel. Azt

kapjuk, hogy

yAzt < ytb | YA =2 o 6s o — mAx 2 — minw — v b
o > g " > 9 c-x' =maxz=minw =y
Ezeket Gsszevetve kapjuk, hogy
y Az'=cz"=y"-b,

mely egyenletekbdl y*-t illetve z*-t kiemelve a komplementaritasi feltételeket kapjuk.
(ii) Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a komplementaritasi feltételek. Ekkor a két célfiiggvényérték

megegyezik, ezért a 8. kovetkezmény miatt a megoldasok optimalisak. U



5.2.4. Farkas-lemma

14. Tétel. FARKAS-LEMMA

A = c-nek létezik - c-x >0 teljesil Vo € R™, melyre
> 0,, megolddsa Az >0,

< |

Bizonyitdas. Nem kell. O

Megjegyzés. Bebizonyithato, hogy

Farkas lemma < Erds dualitdasi tétel.

9.tétel

5.3. A dual feladat optimalis megoldasanak leolvasasa

L) £ L) =
L0 # () | Létezik optimum, ¢-z* = y*-b | y-b nem korlatos alulrol
L) = c¢-x nem korlatos feliilrél Ilyen is létezik
£ £y £ =g
L) £ | Létezik optimum, ¢-z* = y*-b | y-b nem korlatos alulrol
LD = c-z nem korlatos feliilrél Ilyen is létezik

A primal feladat megoldasakor a duél feladatot is megoldjuk:

— Ha a feltételrendszerben szerepel = vagy > relacid, akkor a szimplex algoritmus soran meg
kell tartani a mesterséges kiegészits valtozok oszlopait is.

— Mind maximum, mind minimum feladat esetén

* az optimalis tabla célsorabol az u; kiegészits, vagy u; mesterséges kiegészits valtozok
oszlopéabdl leolvashato az y; dual valtozé optimalis értéke.

* Ha u; az ptimalis bazisban bazisvaltozo, akkor y; optimalis értéke 0.

— Az x; nembazisvaltozok oszlopainak célsorabol a dual eltérésvaltozok értékét olvashatjuk le.

11. Példa. Keressiik meg az aldbbi feladat dudl pdrjdt, és mindkettd optimdlis megolddsdat!

51 + 4xy 4+ 223 + x4 + 35 = 2z — max
ry + T + 3.’133 + 233’5 < 80
1 + 2z3 + bzrs; < 50
21’2 + r3 + T4 + Ts < 70
T1,Ta, X3, T4, T5 > 0
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5.4. Arnyékarak

Termelésprogramozasi problémaban cél:

— maximalis nyereség (Egy vallalat még nem vasarolta meg az eréforrasokat.)

VAGY
— maximalis bevétel (Egy vallalat mar megvasarolta az eréforrasokat.)

Koméd Kft. példajat vizsgaljuk:

3r; + 6z + 1dx3 < 1500
5.2131 + 8.’E2 + 251‘3 § 2150
10z; + 10z + 4023 < 3000
X1, To, T3 > 0

400021 + 730022+ 1750023 = z — max

Irjuk fel a feladat dualisat, és keressiik meg a duél valtozoknak, feltételeknek gazdasagi je-
lentését! (Itt foditott az eljaras. Nem egy gazdaséagi feladat megoldasédhoz keresiink matematikai
modellt, hanem egy matematikai modellnek geresiink gazdasag jelentést.)

3ry + 6x9 + 1dbxz < 1500 3yn + by + 10y > 4000
5z, + Szy + 25m3 < 2150 6y1 + 8ys + 10y; > 7300
1021 + 1029 + 40x3 < 3000 »(P) = 15y; + 25y, + 40ys > 17500 » (D)
Ty, T2, T3 > 0 Y1, Y2, Y3 > 0
4000x1 + 730025 + 1750023 = z — max 1500y; + 2150y, + 3000y3 = w — min
Irjuk fel mindkét feladat elss feltételét a mértékegységek feltiintetése mellett :
3mry + 6’%@ + 15}%@, < 1500;71
3y + 5%y, 4+ 10%92ys > 40004
Tudjuk, hogy [z;] = db, (i =1,2,3), és a masodik feltételbsl kiolvashato, hogy:
Ft Ft Ft
]=— lnl=— lnl=—
m ora ora
Oldjuk meg a primal feladatot szimplex algoritmussal:
‘ L1 L2 L3 ‘ ‘ us T2 T3 ‘
z | —4000 —7300 —17500| O z | 400 —3300 —1500 | 1 200 000
Uy 3 6 15 1500 o, -3 3 3 600
Us 5 8 25 2150 " _% 3 5 650
Us 10 10 40 3000 4, %0 1 4 300
us Uy L3
z | 70 1100 1800 |1 860 000
T | -5 3 1 200
Us —% -1 2 50




A tabla optimalis. A primél feladat optimélis megoldésa:
z* =1[100,200,0] »*=10,50,0] =z*=1 860 000Ft
A duél feladat optimélis megoldésa:

y* =[1100,0,70] »*=[0,0,1800] w* =1 860 000Ft

Vizsgaljuk meg, hogyan vdltozna meg a primdl és a dudl feladat optimdlis megolddsa €és opti-
madlis célfiigguényértéke, ha a cég vidltozatlan dron (2000F't/m) 1 folyométerrel tobb, tehdt 1501 m
firészdrut haszndlhatna fel!

Oldjuk meg az 1j primal feladatot szimplex algoritmussal:

‘ T To T3 ‘ ‘ Us To T3 ‘
z | —4000 —7300 —17500| O z | 400 —3300 —1500 |1 200 000
Uy 3 6 15 Uy _% 3 3
Ug 5 8 25 2150 wy | —3 3 5 650
Us 10 10 40 3000 4, 1L0 1 4 300
us U1 x3
z | 70 1100 1800
T —% % 1
up | —3 -1 2
T % —% 3

A primal feladat optimalis megoldasa:
= [ ) aO] u = [07 70]
A dual feladat optimélis megoldésa nem valtozik, csak az optimum értéke:

y* = [1100,0,70] v* = [0,0,1800] =2ty

Az y; dudl valtozo y; optimalis értéke tehat megadja a fedezeti nyereségnek a fiirészaru
egységnyi novekedésére esd valtozasat.

Y

Ha a cég csak dragabban tud djabb firészarut vasarolni, akkor y; megadja a maximalisan
fizethet6 felarat.

Nézziik meg a problémadt dltaldnosan :

— Tth. egy LP feladat dualjanak csak egy optimaélis megoldasa van. Legyen x* a pimél, y* a
dual feladat optimalis megoldasa.

|} Erés dualitasi tétel
Két feladat optimalis célfiiggvényértéke megegyeik:

=i et =y Ay by = W
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— Tegyiik fel tovabba, hogy

valtoztatas esetén (P) optimalis bazisa nem valtozik. Ekkor a célsor, igy a (D) duél feladat
optimélis megoldésa nem valtozik, ezért az 1j feladatdualisanak célfiiggvénye:

YAy (D) 4y b, = 0wty

| Er6s dualitési tétel

(P)feladat optimalis célfiiggvényértéke is yF-gal nd.
Termelésprogramozasi feladatban a dual valtozok gazdasagi értelmezése:

— Ha a cél a maximalis fedezeti nyereség, és (P) optimalis megoldésa nem degeneralt,
akkor az . erdéforrashoz tartozo dual véaltozo y; optimalis értéke megmutatja, hogy men-
nyivel néne a fedezeti nyereség, ha az i. eréforrasbol valtozatlan aron egy egységgel tobbet
hasznalnank fel. (Legfeljebb y;-gal érdemes tobbet adni a kordbbi vételdrndl.)

— Ha a cél a maximalis arbevétel elérése, akkor y; optimalis értéke megmutatja, hogy
mennyivel néne az arbevétel, ha 1 egységnyivel tobb lenne a birtokunkban. (Legfeljebb v -
ért érdemes vdsdrolni az adott termékbdl.)

Ebbdl a gazdasagi jelentésbdl szarmazik az arnyékar elnevezés:

3. Definicié. Egy LP feladat i. feltételének drnyékdra valtozatlan optimdlis bdzis mellett (azaz
vdltozatlan optimdlis termékszerkezet mellett) azt mutatja meg, hogy mennyivel javul az optimdlis
célfiigguényérték, ha b;-t eqységnyivel novelyiik. Negativ arnyékar az optimdlis célfigguényérték rom-
lasat jelenti.

Megjegyzés. 1. Ha eqy LP feladat dudljinak csak eqy optimdlis megolddsa van, akkor az
arnyékar

— maximum feladat esetén a dudl feladat optimdlis megolddsa,
— minimum feladat esetén a dudl feladat optimadlis megolddsinak (-1)-szerese
szolgdltatja.

2. Ha eqy LP feladat dudljanak tébb optimdlis megolddsa van, akkor az drnyékdrat gy kapjuk,
hogy a dudl feladat dsszes lehetséges optimdlis megolddsdnak vesszik a minimumdt.

Eddig a duél feladat optimélis megoldésanak értelmezésével foglalkoztunk. A dudl feladat
tébblet-vdltozoinak optimdlis értéke is fontos informdcickat rejt magdban. Nézziik meg a Komdd
Kft feladatanak optimalis tablajat:

‘ us Uy L3 ‘
z | 70 1100 1800 | 1 860 000
T | -5 3 1 200
u | -3 -1 2 50
x| 2 -3 3 100




vy = 1800 = A duaél feladat 3. feltételében 1800-zal nagyobb a baloldal a jobboldalnal.

Ez azt jelenti, hogy a fedezeti nyereséget maximum 1800 Ft-tal novelve az optimalis megoldés
valtozatlan. 1800 Ft-tal novelve a fedezeti nyereséget az optimalis tabla annyiban valtozna, hogy
v; = 0 lenne, tehat lenne alternativ optimuma a primal feladatnak.

4. Definicié. Legyen B egy optimdlis bdzis. Ekkor az x; nembdzisvdltozo redukdlt koltségén a

_—— —1 .
¢j=cgB a;—¢;

mennyiséget értjik.

Megjegyzés. 1. Ha a dudl feladatnak nincs alternativ optimuma, akkor x; vdltozo redukdlt
kéltségét a j. dudl feltétel eltérésvdltozoja szolgdltatja.

2. Az xj nembdzisvdltozo redukdlt koltsége megmutatja, hogy

— mennyivel kell ennek a vdltozonak a célegyiitthatojdat javitant, azaz

* maximum esetén novelna,

* minimum esetén csokkenteni
ahhoz, hogy x; egy optimdlis megolddsban bdzisvdltozo legyen.
— az optimdlis célfigguényérték mennyivel romlik, azaz
* maximum esetén mennyivel csékken,
* minimum esetén mennyivel nd

ha x; értékét 0-rol 1-re noveljiik.

5.5. A dual szimplex moédszer

Néhany feladat esetén a dual feladat megoldasa konnyebb, mint a primal feladaté. Példaul:

minz = cx maxw = = yb
Az > b yA < c

Itt a primal feladat altaldnos alakd, mig a dudlis feladat egy normaél feladat, melyet nyilvan
egyszeriibb megoldani.

Ha van a feltételek kozott egyenléség, akkor a dual feladatnak ennek a feltételnek megfelelé
valtozoja elGjelkotetlen, igy biztosan nem kénnyebb megodani ebben az esetben a dualis feladatot,
mint a primal feladatot. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a feltételrendszerben nincs egyenlGség
illetve, hogy a célfiiggvény egyiitthatéi nemnegativak.

Ha az LP-feladat duélisat konnyebb megoldani, mint az eredeti feladatot, akkor a kdévetkezd
két lehetdség koziil valaszthatunk.
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— Felirjuk a feladat duélisat és azt a korabban megismert szimplex algoritmussal megoldjuk.
Az optimalis tablabol kiolvassuk a dudlisénak (vagyis az eredeti feladatnak) az optimalis
megoldasat.

— Az ugynevezett dual szimplex algoritmust alkalmazzuk.

A dual szimplex algoritmus minimum primal feladatra, melyben a célfiiggvény egyiitthatoi
nemnegativok:

O A feltételrendszert Ax <b alakra hozzuk. (A tébla felirasa el6tt —1-gyel valo szorzéassal a >
feltételeket lecseréljiik. )

® Mivel a célfiiggvény minimumat keressiik és ¢>0, . ezért az indulé tabla célsoraban nincsenek
pozitiv elemek.

® Ha az utolsé oszlopban vannak negativ szamok a tédbla még nem optimélis (innen tudjuk
leolvasni az y dualvéltozok értékét.)

® A béazistranszforméciot agy végezziik, hogy a célsorba ne keriiljon pozitiv szdm és a dual
célfiiggvényérték ne névekedjen.

A megadott feltételeket az aldbbi pivotelem valasztasi szabalyokkal biztositjuk:

— Olyan sorban vélasztunk pivot elemet, ahol by negativ.
— Negativ szamot véalasztunk pivotelemnek.

— Szik keresztmetszet szabdlya: A kivalasztott sor minden negativ elemét elosztjuk a célsor
megfelels elemével. Az az elem lesz a pivot elem, amelyre ez a hanyados a legkisebb.

. Ci
(£~ = min 1)
Akr Jiak;<0 @kj

Az algoritmus kétféleképpen érhet véget
a) Ha az utolso oszlopban nincs negativ elem, akkor optimaélis tdblahoz jutottunk.

b) Ha valamelyik by, elem soraban a tablaban nincs negativ elem, akkor a dual feladat célfiiggvénye
alulrél nem korlatos és a priméalfeladatnak nincs lehetséges megoldésa.

12. Példa. Oldjuk meg az aldbbi LP-feladatot dudl-szimplex maodszerrel.

r1 + 229 + 3x3 + 4xy = minz
x + xy 2 4
Ty + T2 > 8
To + T3 2 8

r3 + T4 > 6

T1,T2,T3,T4 Z 0
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5.6. Erzékenységvizsgalat

Az érzékenységvizsgalattal ebben a kurzusban részletesen nem foglalkozunk. Annyit viszont meg-
jegyziink, hogy az érzékenységvizsgalat célja meghatarozni,

— hogy legfeljebb mennyivel valtoztathatjuk meg egyenként a célfiiggvény egyiitthatoit, hogy
az optimélis bazis valtozatlan maradjon?

— hogy legfeljebb mennyivel valtozathatjuk meg egyenként b kapacitasvektor komponenseit,
hogy az optimaélis bazis ne véltozzon?



10. tétel

Tétel. Legyen S eqy PQ-séta Es élhalmazzal. Ekkor létezik T : PQ-1it, melynek Er élhalmazdra
Er C Es. Azaz ha a grdaf két pontja kozott létezik séta, akkor a két pont kézott van it is, méghozzd
olyan, amely nem tartalmaz az emlitett sétahoz nem tartozo élt.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a G grdf dsszefiiggd, ha barmely két pontja kdzott van 1it.

Definicid. Legyen G = (V1, E1) és Gy = (Va, Ey) két grif a Gy grifot a Go grif részgrdfjinak
nevezziik, ha Vi CV,y és B C Es.

Definicié. Az egyszerit, kormentes, dsszefiiggd grifokat fagrdafoknak nevezziik.

Tétel. Eqy G grif akkor és csak akkor fagrdf, ha barmely két pontja kézétt pontosan egy ut vezet.
Tétel. Legyen G eqy eqyszeri grdaf. Ekkor a kévetkezd dllitasok ekvivalensek :

1.) G fagrdf.

2.) G osszefiiggd, de ha barmely élét toroljik, akkor mdr nem marad osszefiiggd.

3.) G kormentes, de barmely ij €t hozzdvéve a keletkezd grif tartalmaz kért.

Definicid. Legyen G = (Vg, Eg) egy graf és F = (Vp, Er) fa a G eqy részgrafja. Az F' fit a G egy
feszitéfdajanak nevezzik, ha Vg = V.

Tétel. Eqy G grafnak akkor és csak akkor létezik feszitdfdaja, ha G dsszefiiggd.
Tétel. Legyen F' egy n pontu fa. Ekkor F-nekn—1 éle van.

Definicio. Legyen G = (V) E) egy grdf és ¢: Eg — R egy koltségfigguény G élein. Ekkor egy
H C FE élhalmaz kéltsége

ecH

4. Megjegyzés. Gyakorlati problémdk grdfelméleti modelljében cél dltaldban :
— két pont kozotti legrovidebd 1it,
— minimdalis koltségi feszitdfa,
— stb.

Ezek megkeresése valamilyen stratégia szerinti grafbejdardssal torténik. (Szélességi-, mélységi
keresés.)

13. Példa. Legyen G=(V, E) egy grdaf és c: Eg— R egy koltségfiigguény G élein. Keressiik a G
graf olyan 0sszefiiggd részgrdfjdat, amelyre az élek dsszkoltsége minimalis. A probléma Minimadlis
élsilyi feszitéfa problémaként is ismert.

A feladat megoldésara két algoritmust is fogunk adni:
— Kruskal-algoritmus (Gyakorlaton),

— Prim-algoritmus.
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Mindkét modszer ugynevezett mohé algoritmus. A moho algoritmusok jellegzetessége, hogy
minden 1épésben a legigéretesebb lehetdséget valasztjak. Az ilyen stratégia altaldban nem vezet
el az optimalis megoldashoz, de a minimaélis élstlyu feszitéfa probléma esetén igazolhato, hogy az
optimumot adja.

Prim algoritmusa (Robert Clay Prim 1921-)

Legyen S a keresett feszit6fa cstucsainak halmaza, H pedig legyen az éleié.

Induljunk ki a graf egy tetszéleges Py pontjabol, azaz legyen S := {Fy} és H := ).

e Keressiik meg a minimalis koltségt { P, P;} élt, melyre P, € S, de P; ¢ S

e Bovitsiik ki a megtalalt éllel és a hozza tartozd 14j csticesal a részgrafunkat, azaz legyen
S:=SU{P;} és H:= HU{{P, P;}}

e Az eljarast mindaddig folytatjuk, amig S # V.
e Ha S =1V akkor a kapott F' = (S, H) graf a minimalis koltségii feszitéfa.

Megjegyzés. Mindkét modszerrdl megmutathato, hogy egy minimadlis kéltségi feszitdfdt ad ered-
meényiil.

14. Példa. TABLAN
Definicio. Eqy G irdnyitott grifot egy c: E(G) — R kapacitds-fiigguénnyel hdlézatnak nevezink.

Megjegyzés. A hdlozatokat az iranyitott grafokhoz hasonloan dbrdzoljuk, az egyes élekhez tartozo
kapacitas értékeket az €élek folé szokds irni.

Definicio. Legyen (G,c) (c: kapacitds-figgvény) egy hdldzat. G-ben egy f: E(G) — R™ figguényt
folyamnak neveziink, ha barmely X pont esetén teljesiil, hogy a kimend folyam erdsség a csiucspont
kindlatdval nagyobb (illetve keresletével kisebb) a beérkezd folyam erdsségénél.

Definicié. Egy f folyamot megengedett folyamnak neveziink, ha minden e € E(G) él esetén

0< f(e) <cle).
11.tétel

6.2. Minimalis Koltségiti Hal6zati Folyam
Példafeladat :

— Egy régi6 m varosdban egy terméket gyartanak és arulnak.

— Minden véros esetében ismert a kinalat és a kereslet kiilonbsége b; (i1 =0,1,...,m). Ha b; >0
akkor tobblet aru van.

m
Feltételezziik, hogy a nettd Gsszkereslet megegyezik a netto osszkinalattal, azaz > b; = 0.
i=1

— Igy a netto kinalattal rendelkezd varosokbol az arut at kell szallitani oda ahol kereslet van.
— A varosokat egy graf cstucsaival szemléltetjiik.

— Ahol lehetséges a két varos kozott szallitas oda irdnyitott éleket rajzolunk.
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— Az adott élen valo szallitas fajlagos koltségét az él folé irt szammal jeloljik.

— A mutatkozo6 netto kereslet illetve kindlat értékét a graf csicsai folé irjuk.

— Célunk, hogy a varosok igényeit kielégitsiik gy, hogy a széllitasi koltség minimalis legyen.
— Néha egy élen a széllitdsnak valamilyen korlatja van, ekkor ezt is jeloljiik az élen.

A példafeladatban vazolt optimalizalasi feladatot Minimalis Koltségi Halozati Folyam prob-
lémanak, roviden MKHF-probléménak nevezziik.
A probléma egy m csticst iranyitott halozattal modellezhetd:

— Az (i, 7) élen at az i-edik varosbol a j-edik varosba szallitsunk z;; mennyiségi arut. Kénnyen
lathato, hogy = : E(G) — R™ egy folyam a fenti halozatban.

— Ha megengedett folyamokat tekintiink, akkor a probléma az alabbi LP-feladatot definialja:

minz = g CijTij

(i)€B(G)
doay— > xy o= b VieV(G)
JUNEBG)  jGAER(G)
0 <z < kyj v(i, j) € BE(G)

Megjegyzés. A fenti LP-feladat egyiitthato mdtriza a grdaf illeszkedési mdtriza.

Megjegyzés. Konnyen ldthato, hogy a fenti LP-feladatnak csak akkor van lehetséges megolddsa,
ha > b; =0, ezért a feltétel teljesilését a tovabbiakban feltételezziik.
i=1

A kovetkez§ tételek biztositjak az algoritmus létezését. A tételeket bizonyitas nélkiil kozoljiik.
A bizonyitasok megtaldlhatok példaul [3.]-ban.

Tétel. Egy G hdlozat barmely feszitofajinak éleihez az A illeszkedési mdtrixz oszlopvektorterének
eqy bazisa tartozik, amely a sorok €s az oszlopok dtrendezésével alsohdromszég mdtrizsza alakithato.

Tétel. Egy G halozat barmely kérutat tartalmazo részgrafjahoz az A illeszkedési mdtrix eqy 0ssze-
fliggd oszlopvektor-rendszere tartozik.

Kovetkezmény. Fgy G grdf feszitdfdai és az A illeszkedési mdtrix oszlopvektorterének bdzisai
kélesondsen eqyértelmiien megfeleltethetdk eqymdsnak.

Tétel. Mivel lattuk, hogy ha eqy LP-feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis
bdazismegoldasa is, ezért ha az MKHF problémdnak van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis
feszitdfa megolddsa.

Tétel. Ha a b vektor komponensei egészek, akkor az MK HF' probléma bdrmely bdazismegolddsa
eqgészértéki.

Az MKHF-probléma egy lehetséges megoldésanak optimalitdasat a komplementaritasi tétel
segitségével vizsgaljuk.
Az MKHF feladat dudlisa (A illeszkedési matrix):

min z=c-x mar w=y-b
Az=b (P) = y-A<c (D)
0,<z<k kEecR" yeR™



Mivel az A méatrix minden oszlopaban csak két elem nem 0 (az egyik +1, a masik pedig —1), ezért
a feltételrendszer minden sordnak baloldalan csak két valtozd szerepel.
Igy a dual feladat a kévetkezd alakban is irhato:

eV
yi—y; <c; V(i,j)€E
yi€eR Vi

m csicsd n éld halézat LP-modelljének dualisa n feltételt és m valtozot tartalmaz.

A komplementaritési tétel alapjan:

y (b-A-
( y-A
Az els6 feltétel a priméal feladat minden lehetséges megoldaséara teljesiil, mivel Az = b. Igy a
komplemetaritasi tétel az alabbi alakban mondhato ki:

2)=0
)z =0

Tétel. Az MKHFE feladat x lehetséges megolddsa és dudljanak y megolddsa akkor és csak akkor
optimdlis, ha
x5 >0 esetén  y; —y; = ¢

teljestil. Azaz a primdl feladat eqy lehetséges megolddsa tehdt akkor és csak akkor optimdlis, ha a
pozitiv értékid primdlvdltozokhoz tartozo dudl feltételek egyenldség formaban teljesilnek és a dudl
vdltozoknak ez az értékrendszere kielégiti a tobbi dudl feltételt.

A primal feladat egy lehetséges megoldasanak optimalitdsanak sziikséges és elégséges feltétele
az, hogy minden z;; nem-bazisvaltozora

Cij =Yi—y;—¢i; < 0.
Alapotlet:
— Tekintslink egy primal lehetséges megoldast.
— A komplemetaritasi feltétel alapjan meghatarozzuk a dual valtozok egy értékrendszerét.
— Ellendérizziik, hogy ez az értékrendszer kielégiti-e a duél feladat feltételrendszerét.
— Ha igen akkor optimalis megoldassal rendelkeziink mind a primal, mind a dual feladat esetén.
— Ha nem, akkor a primal feladat lehetséges megoldésat javitjuk.

Keérdés: Hogyan javithato az MKHF-probléma egy lehetséges megoldasa?

— Tegytiik fel, hogy ismerjiikk az MKHF feladat egy lehetséges bézismegoldas, amelyet a hélozat-
ban egy feszitéfa reprezental.

— A feszit6fa éleihez tartozo folyamértékek a bazisvaltozok aktualis értékei.

— Az y; —y; = c;j feltételek segitségével a dual valtozok egy értékrendszerét meghatarozzuk.
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— A dualvaltozok szama m, de csak m—1 feltétel van. Az utolsé dualvaltozoé értéke tetszdlegesen
valaszthato, altalaba y; = 0 értékadéssal inditunk.

— Nem-bazis valtozok esetén ellendriziik az y; —y; < ¢;; feltételeket.

— Ha ez mind teljesiil, akkor készen vagyunk.

— Ha nem, akkor azt az z;; valtozot vonjuk be a bazisba, amelyre a
Cij = Yi —Yj—Cij 20

érték a legnagyobb.

Halozati szimplex transzformacio

— Az el6bb meghatéarozott x;; valtozohoz tartozo éllel kiegészitjiik a feszitdtat.
— A grafban ekkor kor keletkezik.

— Mivel ¢;;=y;—y;—c;;>0 az (i, j) élen a folyam értékét 0-rol pozitivra valtoztatva a célfiiggvény
javulni fog.

— Addig noveljiik az (i,7) élen a folyamot, amig a grafban valamelyik élen a folyam erdssége
le nem csokken O-ra.

— Igy egy — az el6z6nél jobb — bazismegoldast kaptunk.

— Ellenérizziik az Gj megoldas optimalitasat.



12. tétel

6.3. Szallitasi feladat

Vizsgaljuk a kdvetkezd problémat :

— Vallalatunk m telephelyrél n megrendel6hoz juttatja el termékét.

— A telephelyek termelési kapacitasa rendre tq,ts, ..., t,
— A megrendelSk igényei rendre 1,79, ...,7,

Az i-edik telephelyrdl a j-edik megrendelének széllitsunk x;; mennyiségt arut.

Az i-edik telephely és a j-edik megrendels kozott a széllitas fajlagos koltsége c;;.

Kiegyenstlyozott széllitéasi feladatrol beszéliink, ha a folyamerdségre vonatkozé korlatok
olyan nagyok, hogy nem sziikitik a lehetséges megoldasok halmazat.

Feltehetjiik tovabbé, hogy

n

m
IED I
i=1

j=1
A szallitasi feladat egy specialis MKHF-probléma, amely egy paros graffal modellezhetd, hiszen
— A telephelyeknek megfelels kinalati pontok kozott nem fut él.
— A megrendelGknek megfelel§ keresleti pontok kézott nem fut él.
— Nincs a halézatban olyan pont, amelynek a kereslete és a kinalata is 0.
Ekkor az alabbi speciélis LP-feladat irhato fel:

m n
min z = Z Z CijTij
i=1j=1

Yoxyy=t;, i=1,...,m kinalati feltételek
j=1

m
xi; =15, j=1,...,n keresleti feltételek
=1

x5 >0 i=1,...m,j=1,...n

Ha a kiegyenstlyozott szallitasi feladat (KSZ feladat) keresleti feltételeit a MKHF feladatnal latott
moédon frjuk fel, akkor a kdvetkezs feltételrendszert kapjuk:

m
—E Tij = —Ty, ]:1,...777/
=1

A KSZ feladat esetén azonban a fenti feltételrendszer felirdsa a szokasos.

Mivel a KSZ feladat egy specidlis MKHF feladat, ezért minden olyan allitas igaz ra, ami
érvényes az MKHF feladatra. Tehat egyiitthatomatrixa egy illeszkedési matrix, melynek m +n
sora és m x n oszlopa van. = Egyiitthatomatrix rangja m+n — 1.

— A szallitasi feladatot disztribiiciés modszerrel oldjuk meg, ami valojaban a hélozati sz-
implex modszer specialis valtozata.
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— Az eljaras soran a baziscserét a halozat helyett egy m x n-es métrixban, az ugynevezett
disztribucids tablaban végezziik.

* A disztribucios tabla sorai a telephelyeknek felelnek meg.

* Az oszlopok a megrendelGknek.

A tabla belsejét a célfiiggvény egytitthatoival toltjiik fel.

Az utolso oszlopba az egyes telephelyek kinalatait irjuk.

Az utolso sorban az egyes megrendelSk kereslete taldlhato.

Rl R2 . Rn
T, C11 C12 e Cin 1]
15 o1 C22 . Con t
Tm Cm1 Cm2 e Cmn tm
7"1 7’2 .« o e rn




— A kovetkezs 1épésiink az el6z6 eredményétdl fiigg:
* Ha az el6bb elszallitottuk az i-edik telephely 6sszes arujat, akkor ¢;; oszlopaban lekotjiik
a legkisebb lekothetd koltségelemet.

* Ha az el6bb kielégitettiik a j-edik megrendel$ igényeit, akkor c¢;; soraban lekotjik a
legkisebb lekothets koltségelemet.

* Ha a telephely és a megrendeld igényeit egyszerre elégitettiik ki, akkor ¢;; soraban, vagy
oszlopaban mégegy koltségelemet lekotiink 0 értékkel.

— Az eljaréast addig folytatjuk, amig az Osszes telephely és az 6sszes megrendels igényét kielégitet-
tiik.

Az el6z6 algoritmussal a feladat egy lehetséges megoldasahoz jutottunk, ez lesz az disztribucios
modszer kiindul6 bézisa.



Optimalitas vizsgalat a szallitasi feladat soran
Az optimalitast a komplementaritasi tétel alapjan vizsgaljuk.

minz=c-x

A — _t_ maxw=u-t+uv-r

A — (P) = uAi+vAy < ¢ o (D)
2; > g ueER™ veR

Mivel az A, és A, matrixok minden oszlopaban egy 1-es van és a tébbi elem mind 0, ezért a dual
feladat feltételei u; +v; < ¢;; alakuak.
A komplementaritasi feltételek:

ut—Az) = 0
v(it—Asz) = 0
(c—uA;—vAs)z = 0

Mivel az els6 két feltétel a primal feladat minden lehetséges megoldésara teljesiil, ezért

Tétel. A szdllitasi feladat x lehetséges megolddsa és a dudl feladat [u,v] megolddsa akkor és csak
akkor optimadlis, ha
x5 >0 esetén  u;+v; = ¢

teljestil.
Az optimalitas vizsgéalat tehat a kovetkezo lépésekbdl all:
O A lekotott ¢;; értékekhez hozzarendeljiik az w; +v; = ¢;; feltételeket.
® Igy m+n—1 egyenlet és m+n ismeretlen adodik.
® Az elss valtozot szabadon valasztjuk. A tobbit kiszamitjuk.

® Ha a dudl valtozok kielégitik a lekdtetlen ¢;j-khez tartozo u,; +v; < ¢;; feltételeket, akkor a
megoldéas optimaélis.

® Ha nem, akkor a megoldést javitjuk.

Bazismegoldas javitasa a szallitasi feladat soran

— Minden (7, j) nembézis él esetén kiszamitjuk a ¢;; = u; +v; —¢;; értékeket.

Ha minden ¢;; nempozitiv, akkor a megoldas optimalis.

— Ha van pozitiv ¢;;, akkor azt az élt vissziik a bézisba, amelyre ¢;; a legnagyobb.

— Ujabb ¢l bevonasaval a grafban kor keletkezik.

— A korut a disztribucios tablan is felismerhetd, mert olyan zart poligont alkot, melynek

* csucsai a kotott koltségelemeknél vagy az tjonnan kivalasztott elemnél lesznek

* ¢leipedig mind vizszintesek, vagy fliggdlegesek

— Ha egy olyan élen valtoztatjuk meg a folyam értékét 0-r6l valamely pozitiv (-ra, melyen ¢;;
pozitiv volt, akkor a célfiiggvény értéke csokkeni fog.

o8



— Egészen addig noveljiik az 1j élen a folyamot, amig a hurok valamely mésik csticsan a folyam
értéke nulla nem lesz.

— Igy egy 1j, az el6zénél jobb bazismegoldast kaptunk.

Megjegyzés. A KSZ feladatnak mindig van optimdlis megolddsa és a fenti eljdrdssal véges szamai
lépésben elddllithato.



5. Definicié. A fenti modon megkonstrudlt zdrt poligont huroknak nevezziik.

Rajzoljuk be a 18. példa disztribuicios tablajaba a cso elembdl inditott hurkot!

1}1:2 ’02:7 1)3:3 ?)4:1
30 40
up =0 9_ 7 3 7_ 70
40
Uy = —9H 4_ 2 9_ 4_ 40
10 120
Uz = 2 4 4 D 6_ 30
40 40
ug =1 3 26 8_ 2 80
20 70 60 40

M =2 V=7 1v3=3 wvyg=1
w=0 | 9. [7—R[ " 7 70
w=-5 4 [2" P 4 40
s = 2 [E£]10+Q | Eii]zo—g 6 a0
g = ’*’ 8. [2]" | s0

50 70 60 40

Megjegyzés. — A hurokélek metszhetik eqymdst valamely kéltségelemnél, de ez nem szdr
csucspontnak.

— Az elemi bdzistranszformdciot iugy hajtjuk végre, hogy a hurok sarokpontjaihoz tartozo bdzist
tozok értékét felvdltva Q-val néveljiik, illetve csokkentyik. QQ-t azon bazisvdltozok értékeén
mintmumdnak valasztjuk, amelyekbdl Q-t levonunk.



6.3.1. A szallitasi feladat néhany valtozata

1. eset. Ha a kinalat — termelSk kapacitasa — nagyobb a megrendeldk igényénél, azaz
2>
i=1 j=1
akkor az LP modell kinalati feltételeit
j=1

alaki egyenlGtlenségekkel fogalmazzuk meg. A keresleti feltételek és a célfiiggvény valtozatlan.
Megoldas. A disztribucios téablat egy fiktiv megrendelével egészitjiik ki, akinek mindenki nulla

koltséggel szallithat.

Ry Ry e R, Ry
T C11 C12 ce Cin 0 tq
P Ca1 C22 e Con 0 t2
Tm Cm1 Cm2 e Cmn O tm
™ T2 s Tn Tn4+1

Fiktiv megrendels kereslete:
n

T'n+1 = th—ZTj

i=1 j=1
Ha mégis szeretnénk, hogy bizonyos termelSk kiasznéljak kapacitasaikat, akkor a fiktiv megren-
deld oszlopaban a kivéalasztott termelGknek megfelel§ sorokban a nullakat nagy koltségelemekkel,
un. tiltotarifakkal (M) helyettesitjiik. Ezaltal megakadéalyozzuk, hogy ezek a termelk a fik-
tiv megrendelének széllitsanak. Az LP modellben az ezekre a termelSkre vonatkozo feltételeket
egyenlGség alakban frjuk fel. ([l



13.tétel

6.4. Hozzarendelési feladat

Példafeladat:

— Egy tervezdiroda n mérnoke 0sszesen n épiilet tervrajzat szeretné elkésziteni.

Barmelyik mérnok barmelyik épiilet tervrajzat meg tudja csinalni, de nem mindenki végez
ugyanannyi idé alatt.

Minden mérnck pontosan egy feladatot fog elvégezni.

Tudjuk, hogy az i-edik munkat a j-edik mérnok c;; nap alatt végezné el.
— Hogyan osszuk ki a feladatokat, hogy a lehets legkevesebb id6 alatt végezziink?

A probléma egy teljes, iranyitatlan paros graffal modellezhets, a megoldast pedig a teljes paros
graf minimélis élsilya parositésa, vagy 1-faktora adja.

A probléma megoldasdnak egyik modja, hogy egy olyan LP-feladatot definidlunk, amelyben
azt is kikotjiik, hogy a valtozok csak 0 vagy 1 értékeket vehetnek fel.

Az adott probléma soran ez a feltétel nem jelent korlatozést, ha eltekintiink téle és szimplex
modszerrel megoldjuk a feladatot, akkor is minden valtozo értéke 0 vagy 1 lesz.

Vezesstik be az z;; valtozot:

. 1 ha az i-edik munkat a j-edik mérndk végzi,
xz’j = .
0 kilonben.

Igy a feladat matematikai modellje:
min z = Z CijTij
i=1j=1

n
Yayy=1, i=1,...,n
Jj=1

Zl‘ijzl, j:]_,...,n
i=1
Lij S {0,1} V’l,j
Ha megengednénk, hogy a valtozok tetszbleges nemnegativ értékeket felvegyenek, akkor egy specialis
szallitéasi feladattal lenne dolgunk. A szallitasi feladatnél, ha minden b; egész, akkor minden bazis

elemei egészek. Ez most is igaz, igy 0 < x;; <1 és z;; € Z, ahonnan az allitas kovetkezik.
Magyar modszer

— Az el6bb felirt LP-feladtban eltekintiink az egészértékii kikotéstol.

— Felirjuk a feladat dualjat:
max z = § U; + E V;
, —

=1 j=
UZ‘—F’U]‘ SCZ']', Vl,]
Us,y Vj S R, VZ,]

— A célfiiggvény egyiitthatoibol allo C matrixon elvégezziik a kovetkezs redukciot.
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* A maétrix minden sordban megkeressiik a sor legkisebb elemét és azt kivonjuk a sor
minden elemébdl.

* A métrix minden oszlopaban megkeressiik az oszlop legkisebb elemét és azt kivonjuk
az oszlop minden elemébdl.

— Igy a matrix minden oszlopaban és soraban van legalabb egy 0.

— Ha u;-t az i-edik sorbol levont értékkel és v;-t a j-edik oszlopbdl levont értékkel tessziik
egyenl6vé, azaz
u;c=minc; 1=1,...,n vj:=min¢g; 7=1,...,n,
J A

akkor a redukalt koltségmatrix ¢;; —u; —v; elemei nemnegativak lesznek, azaz a dudl feladat
egy megoldésahoz jutottunk.

— A komplementaritasi tétel értelmében a primal feladat x megoldasa akkor optimélis, ha
x5 > 0 esetén c;; —u; —v; = 0.

~ 1 0 kiilsnben.

o Legyen { 1 ha Cij—ui—’Uj:O

xij =

— Ha sikeriil a redukalt koltségmatrix nulla elemei koziil n darabot kivalasztani, hogy a nekik

megfelel§ x;; valtozoknak 1 értéket adva lehetséges megoldashoz jussunk, akkor ez a megoldés
optimalis.

— A feladat feltételei miatt a kivalasztott n nulla paronként kiilon sorban és oszlopban kell
hogy legyen.

— Ha nem taldlunk megfelel6 nullakat, akkor a részleges primal megoldasra tamaszkodva
javitjuk a dual megoldast.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy eqy X CV(G) halmaz lefogja G éleit, ha barmely e € E(G) élnek
legaldabb az eqyik végpontja benne van X -ben.

Tétel (Konig Dénes tétele). Egy G pdros grdfban a maximdlis pdrositas éleinek szama megegyezik
a G éleit lefogo csucspontok minimdlis szamdval.

Megjegyzés. Eqy pdrositds €leit a redukdlt kéltségmdtriz nulla elemeinek bekeretezésével, a lefogo
csucspontokat a megfeleld sorokra, vagy oszlopokra fektetett feddvonalakkal szokds jeldlni. A pdrositds
éleinek megfeleld nulldkat figgetlen nulldknak nevezzik. Konnyen ldthato, hogy a fiiggetlen nulldk
pdronként kiilonbozd sorban és kiilonbozd oszlopban vannak.

Kovetkezmény. Az eldzd problémdban a fiiggetlen nulldk szdma megegyezik az dsszes nulldt lefedd
fedévonalak szdmdval.

Megjegyzés. A fiiggetlen nulldk vdalasztdasandl dltaldban jo irdny-elv, hogy eldszor olyan nulldkat
vdalasztunk, amelyek sordban illetve oszlopaban kevés nulla van. A feddvonalak kijeldlésekor viszont
arra toreksziink, hogy eldszor olyan sort, vagy oszlopot vdlasszunk, amelyben sok nulla van.

Ha megtalaltuk az 6sszes nullat lefed6 fedévonal rendszert, akkor a dual feladat megoldasat a
kovetkezd modszerrel javithatjuk:

— Valasszuk ki a legkisebb fedetlen elemet. Legyen ez 0.
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— Vonjuk ki é-t a fedetlen sorok minden elemébdl.

— Adjuk hozza -t a lefedett oszlopok minden eleméhez.
Megjegyzés. A fenti eljards ekvivalens a kovetkezd javitdssal:
— Vilasszuk ki a legkisebb fedetlen elemet. Legyen ez 0.

— Vonguk ki 6-t minden fedetlen elembdl.
— Adjuk hozzd 6-t a minden kétszeresen lefedett elemhez.
— Az eqyszeresen fedett elemeket hagyjuk vdltozatlanul.

A duél valtozok 10j értékei is kielégitik a duél feladat feltételeit, mivel a koltségmétrixnak a tran-
szforméacié utan sem lesz negativ eleme.
Belatjuk, hogy az eléz6 transzformacio-sorozat véges sok 1épésben véget ér.

— Jelolje ¢, a lefedett sorok szaméat és ¢, a lefedett oszlopokét.
— Ekkor a dual feladat célfiiggvényértékének névekedése (n—£5)d
— A dual feladat célfiiggvényértékének csokkenése /£,0

— A célfiiggvényérték tényleges valtozésa a kettd kiillonbségeként kaphato:
d=(n—"L5)d—l,0 = (n—"Ls—1,)0.
— Mivel a fedévonalak szama ¢;+ /¢, < n, ezért d > 0, azaz a célfiiggvényérték minden lépésben
novekszik.

— A dual célfiiggvényérték szigorian novekszik és egészértéki, igy minden lépésben legalabb
1-gyel né.

— Mivel a primél feladatnak van optimalis megoldésa, igy véges sok transzformacio utan a duél
célfiiggvényérték egyenls lesz a primél feladat optimélis értékével.

— Ekkor biztosan talalhaté n darab fiiggetlen nulla.
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