Vizsgatematika: Számításelmélet

1.Halmaz, Descartes szorzat, relációk, Logaritmus, polinomok, exponenciális függvény. A számításelmélet három alapfeladata. Valós függvény végtelenben vett határértéke. Algoritmus bonyolultsága (lépésszáma). Különböző adatok kódolása egyetlen 0-1 szorzattal. Turing gépek. Univerzális Turing gép.

2.Beszúrás, összefésülés, sorba rendezések. Buborékrendezés, rendezés közvetlen kiválasztással, rendezés iterált beszúrással. Az utóbbi rendezés optimalitása. Legnagyobb és következő elemek.

3.A pakolási feladat általános megoldása. Bináris keresés, bináris fák. Intervallumpakolás, párosítások magyar módszerrel. Hall tétele.
4.Gráfok összefüggősége, a legrövidebb út és alkalmazása az autóverseny játékra. A hátizsák feladat. Szuboptimális algoritmusok. 2-optimális algoritmus a párosításra és a hátizsák feladatra.

5.A leghosszabbút problémája. Euler út és kör, Hamilton út és kör. A fedési feladat,2 és 3 elemű fedőhalmazok esete. Gráfszínezések. Gráfok kromatikus száma, a kromatikus számra nincs 2-optimális algoritmus, síkgráfok, 4 szín tétel, Tutte tétele.

6.Nagy számok gyors szorzása, Karacuba módszere. Nagy számok gyors soztása.

7.Polinomok gyors szorzása véges Fourier transzformációval. Polinomok maradékos osztása. Euklideszi algoritmus egészekre, polinomokra, Sturm tétele. Polinomok kiértékelése, Horner eljárás

8.Gráfok diagnosztikája. teljes-e, összefüggő-e. Turnamentben abszolút győztes keresése versus van-e teljes pont irányítatlan gráfban. A probléma általánosítása: logikai formulák, Aandeaa-Rosenberg sejtés.

9.Párhuzamos számolás. Brent tétele. Moduláris algoritmusok. A kínai maradéktétel.
1 .TÉTEL

Halmaz, Descartes szorzat, relációk, Logaritmus, polinomok, exponenciális függvény. A számításelmélet három alapfeladata. Valós függvény végtelenben vett határértéke. Algoritmus bonyolultsága (lépésszáma). Különböző adatok kódolása egyetlen 0-1 szorzattal. Turing gépek. Univerzális Turing gép.

Halmaz: matematikai alapfogalom, nem definiáljuk.

Descartes szorzat (direkt szorzat): A és B halmaz esetén ezek direkt szorzatának eredménye egy olyan halmaz, aminek rendezett párok az elemei. Ezen rendezett párok első tagja mindig az A halmazból van, második tagja pedig mindig a B halmazból. Pl.: A = {1,2}, B = {4,5}, A×B = { (1,4), (1,5), (2,4), (2,5) }

A definíció általánosítható több halmaz direkt szorzatára is.

Reláció: Adott egy A halmaz, amin a relációt értelmezzük. Ekkor maga a reláció A×A halmaz egy részhalmaza. Azt hogy ebbe a részhalmazba mely elemek kerülnek be a direkt szorzatból azt a reláció „szabálya” határozza meg.

(A reláció szabálya alatt értendő az a szabály, ami azt határozza meg, hogy az adott relációban két elem mikor áll egymással kapcsolatban. Ha két elem a szabály szerint relációban van és szerepelnek a halmaz önmagával vett direkt szorzatában, akkor a belőlük alkotott rendezett pár a reláció része lesz.)

(Relációban csak két elem tud ugye állni, 3 vagy több elem egyszerre nem, tehát a relációban lévő elemek párokat alkotnak, rendezett párokat, mert ugye a reláció nem feltétlen oda-vissza érvényes, számít, hogy melyik az az elem, ami a másikkal relációban van.)

Ha vesszük egy halmaz direkt szorzatát önmagával akkor egy olyan halmazt kapunk, amiben rendezett párok vannak, az adott halmazból létrehozható összes rendezett pár.

RÖVIDEN: a halmaz önmagával vett direkt szorzatának részhalmaza.

Példa: a halmaz tartalmazza 0-től 20-ig az egész számokat, és relációban azok a számok állnak, amiknek az összege 10.

Logaritmus: két számon értelmezett matematikai művelet, logab alatt értjük azt a kitevőt melyre a-t emelve b-t kapjuk. Az alap pozitív szám és nem lehet 1.
(Tehát ha logab = c  akkor  ac = b .)
Polinom: Többtagú algebrai kifejezés, melyben számok és változók egészkitevős hatványainak szorzatai szerepelnek, illetve az előbbiek összegei. 

Pl.: 5x4y6 - 3xz3+11y15u7; 2x2 + 6x + 9; x3 + 3x2y + 3x2y + y3

Exponenciális függvény: ax alakú függvényeket szokás exponenciális függvénynek nevezni. (Exponens: hatványkitevő; exponenciális függvény esetén alapelv hogy valahol hatványkitevőben található változó.) 

A számításelmélet három alapfeladata:

•Algoritmusok fogalmának tisztázása

•Feladatokra algoritmusok alkotása

•Algoritmusok optimalizálásának határait megállapítani

Valós függvény végtelenben vett határértéke: három eredménye lehet, plusz végtelen; mínusz végtelen, vagy valami valós szám.

Algoritmus bonyolultsága: az algoritmus bonyolultságát több szempontból is nézhetjük, vizsgálhatjuk azt, hogy mennyi idő alatt fut le, mennyi helyet használ, mennyi sávszélesség kell neki stb.

(Az algoritmus mindenképpen lassulni fog, ahogy több elemet adsz meg neki, csak az a nem mindegy hogy milyen mértékben. 
A futásidő 4 kategóriája:

A logaritmikus annyit jelent, hogy n elemre valami log( n ) futásidőt fog adni, ez a gyakorlatban annyit tesz, hogy ahogy egyre több elemet adsz meg az algoritmusnak, úgy egyre kevésbé fog majd a futásidő nőni, a logaritmus függvény képéből is következik ez, egyre nagyobb X értékekre egyre kevésbé nő a függvényérték.

Példa: példa ilyen algoritmusra a bináris keresési algoritmus, log2n a futásideje.)
A polinomiális az, hogy egy polinom írja le a futásidőt, gyakorlatban ez két dolgot jelenthet, vagy egy a polinom elsőfokú (lineáris), ilyenkor a futásidő egyenes arányban nő az elemek növekedésével, vagy valami első foknál nagyobb, ilyenkor minél több az elem annál meredekebben nő a futásidő.

Példa: lineáris keresés (futásidő = n); buborékkeresés (futásidő = n2)

Ezeken felül még van az exponenciális meg a faktoriális, ezek meredeken növekednek, kis elemszámra is sokat dolgoznak.

Lépésszám: a futásidő mellett tudjuk azt is nézni, hogy adott bemenő adatmennyiségre az algoritmus hány lépésben fut le.

Különböző adatok kódolása egyetlen 0-1 szorzattal:

2-es számrendszer!

- Egészszámoknál elég, ha csak átváltod őket

- Ha a szám lehet negatív is, akkor ilyenkor átváltjuk a számot és elé írunk egy 1-est vagy egy 0-t, ami azt jelzi hogy negatív vagy pozitív-e a szám, ilyenkor átváltjuk a számot és elé írunk egy 1-est vagy egy 0-t ami azt jelzi hogy negatív vagy pozitív-e a szám.

- Ha törtet akarunk tárolni az már 2 számból áll. Fogtuk a két számot már átváltva és a rövidebbhez nullákat írtunk, hogy ugyanolyan hosszú legyen, mint a hosszabbik(ugye 10-es számrendszerben is, ha 0-kat írogatunk egy szám elé az nem változtatja meg az értékét) ezután a két immár ugyanolyan hosszú számot egymás mögé tettük, A visszaalakítás meg annyi volt hogy félbevágtuk a számot, a két számot meg visszaalakítottuk és megvolt a törtünk.

- véges sok szám kódolása egy db 0,1 sorozattal: ez ugyanaz, mint a törtnél, csak nem két számra, hanem véges sokra, ebből vezettük le hogy Turing gépet is lehet így leírni mert le tudjuk kódolni 0,1-el a szalagokat, az állapotokat meg valahogy a szabályokat is.

Turing gépek:

Van véges sok belső állapota (hasonlít a véges det. automatára), van egy kitüntetett kezdőállapota, és van egy kitüntetett végállapota, van ugyanúgy, mint a det.-nél átmenetfüggvény azzal a különbséggel, hogy 3 van csak.
Alfa: alfa mondja meg hogy az adott állapotból melyik állapotba lépjen tovább.

Béta: béta azt hogy mit írjon a szalagokra.

Gamma: gamma azt hogy a szalagokat olvasó fejek merre mozogjanak, vagy esetleg azt hogy ne mozogjanak.

A Turing gépeknél csak egy végállapota lehet a det. automatákkal szemben. Míg a det. automatának egy szalagja volt, amivel csak olvasni tudott, a Turing gépnek több szalagja van amikkel írni is ,olvasni is tud.
Church-tézis: a mai számítógépekkel pontosan azok a feladatok oldhatók meg, amiket egy Turing gép is meg tud oldani.

Univerzális Turing gép: olyan Turing gép, ami szimulálni tud egy bármilyen másik Turing gépet.

(Tehát: van egy Turing géped, az egy feladatot tud végrehajtani, de ha van egy olyan Turing géped, ami Turing gépeket hajt végre akkor ez a gép gyakorlatilag bármit meg tud csinálni. Lényegében programozható, csinálsz egy Turing gépet, azt te odaadod neki és ő megcsinálja azt, amit annak a gépnek kellene, tehát nem csak egy feladatra jó ha nem általános célú, univerzális.)
2 .TÉTEL

Beszúrás, összefésülés, sorba rendezések. Buborékrendezés, rendezés közvetlen kiválasztással, rendezés iterált beszúrással. Az utóbbi rendezés optimalitása. Legnagyobb és következő elemek.

Beszúrás: adottak adataink valamilyen sorban, az új adatot ebben a sorban valahol helyezzük el.

Összefésülés: adott két sor adatunk, ezeknek az elemeiből rakunk össze egy sort úgy hogy hol az egyikből hol a másikból veszünk.

Sorba rendezések: egy halom adatot fog és valami szerint csökkenő vagy növekvő sorba rendezi őket. (van gyorsrendezés, összefésülő rendezés, buborékrendezés, beszúró rendezés stb.)

(Összehasonlító rendezés: az ilyen típusú rendezések átlagos esetben nem tudnak egy adathalmot n*log( n ) lépésnél kevesebből rendezni.)

1.Buborékrendezés:
Adott egy számsorunk, amit rendezni akarunk. A buborékrendezés ezt úgy oldja meg, hogy fogja az első elemet és összehasonlítja a másodikkal, ha cserélni kell őket, akkor cserél, ezután a második elemre lép ezt ott is megcsinálja, és így szépen elgyalogol a tömb végére. Ha a végére ért, akkor újból elkezdi az egészet elölről, és ezzel a módszerrel végigmegy a tömbön annyiszor, ahány elem van benne. Ha ezzel végzett, akkor a tömb rendezve van.

Ha n darab adatot rendez, akkor azt n2 összehasonlítással teszi meg, ha egyszer végiggyalogol az algoritmus a tömbön és eközben nem kell egyszer sem cserélnie, akkor a tömb már rendezve van. Egy végig gyaloglás után már a legkisebb vagy a legnagyobb elem a helyére fog úszni így azt később már nem kell a rendezésbe bevonnunk.
2. Rendezés közvetlen kiválasztással:

Hasonlít a buborékrendezésre. Az elsőt hasonlítgatjuk az utána lévőkkel, ha kell, cserélünk, így mire a sor végére érünk vagy a legnagyobb vagy a legkisebb elem van a sor elején, attól függően, hogy csökkenő vagy növekvő sorba rendezünk. Ha ezzel megvoltunk, akkor lépünk a második elemre és azt hasonlítgatjuk az utána lévőkkel, ugyanígy, mint az előbb, és mire az utolsó elemhez érünk a sorunk rendezve lesz.

Futásideje/lépésszáma: 
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3. Beszúró rendezés:
Adott a rendezendő adatsorunk, húzunk egy vonalat az első elem után, a vonal utáni első elemet pedig fogjuk és beszúrjuk a helyére a vonal előtti részben. Ezután a vonalat a második elem mögé húzzuk, fogjuk a harmadik elemet és megnézzük, hol lenne a helye a vonal előtti részben majd oda beszúrjuk. A vonalat ezután megint eggyel hátrébb húzzuk, és így csináljuk, amíg a sor végére nem érünk.  (pálcikás)
Lineáris keresés, az eredeti: (sorszerű) azt hogy az elemet hova kell beszúrnunk azt úgy kerestük, meg hogy szépen végignéztük, hogy tudjuk beszúrni sorban. És ha megvolt véletlen a hely, akkor oda beszúrtuk. Legrosszabb esetben annyi vizsgálatot csinál, mint ahány elem van. Jó rendezett illetve rendezetlen sorra is.
Optimalizálása (gyorsítása):
Bináris keresés: (felezgető) fogja a sor középső elemét és azzal hasonlítja, amit keresünk, ebből el tudja dönteni, hogy az ez alatt vagy ez felett lévő elemekben kell tovább keresni. Legrosszabb esetben log( n ) összehasonlítást kell csinálni. Viszont ez csak rendezett sor estén jó.
Legnagyobb és következő elemek:

Van egy halom elemünk, fogjuk és ezeket véletlenszerűen párokba rendezzük, ezután fogjuk, és a párokból kivesszük a nagyobbakat, azokat megint véletlenszerűen párokba rendezzük, majd ezekből megint kivesszük a nagyobbakat, és ezt addig csináljuk, amíg csak egy eleme maradt. Az az egy elem lesz a legnagyobb. 

3 .TÉTEL
A pakolási feladat általános megoldása. Bináris keresés, bináris fák. Intervallumpakolás, párosítások magyar módszerrel. Hall tétele.
Pakolási feladat:
A probléma: adott egy zsák és valamennyi tárgy. Bizonyos tárgyakat egyszerre nem tudunk a zsákba tenni.

A feladat: a lehető legtöbb tárgy bepakolása a zsákba úgy hogy csak olyanokat teszünk be amik egyszerre be is férnek.

Példa by progémör: Namost az hogy két tárgyat nem lehet egyszerre betenni jelentheti azt is hogy a biciklit meg a plazmatévét egyszerre nem tudjuk a tesco-s szatyorba begyömöszölni mert nem fognak beférni. :D

A problémát tudjuk ábrázolni egy gráfként, a tárgyak lesznek a gráf csúcsai, és azok közé a tárgyak közé húzunk élt amelyek egyszerre nem férnek a zsákba. 
A feladat ebben úgy módosul hogy olyan csúcsokat kell kiválogatnunk amik közt nincs él, és ezek közül is a lehető legtöbbet, ugye ha két él közt nincs csúcs akkor a hozzájuk tartozó tárgyak mehetnek egyszerre a kosárba.
Bináris keresés: (felezgetős) fogja a sor középső elemét és azzal hasonlítja, amit keresünk, ebből el tudja dönteni, hogy az ez alatt vagy ez felett lévő elemekben kell tovább keresni. Legrosszabb esetben log( n ) összehasonlítást kell csinálni. Viszont ez csak rendezett sor estén jó.
Bináris fa:
Fa: olyan összefüggő gráf melyben nincsen kör.

vagy

Fa: olyan összefüggő gráf, amiben a csúcsok száma egyenlő az élek száma+1-el.

Def: egy gráf összefüggő, ha bármely két csúcsa közt vezet út.

Def: egy gráfban két csúcs között vezet út ha egymásután következő élek sorozatán egyik pontból el tudunk jutni a másikba.
Def: a kör olyan út a gráfban aminek a kezdő és végpontja megegyezik.

Def: bináris fa: olyan irányított gráf ami fa és minden csúcsának kettő vagy nulla utódja van.

Def: a fa levelei azok a csúcsok melyeknek nincs utódja.

Def: a fa gyökere az a pont melynek nincs őse.

Intervalumpakolás:
Példa: van egy kamionsofőrünk, és van egy A-B útszakasz, ezen az A-B útszakaszon vannak fuvarok a sofőrnek, ezek közül vannak, amik fedik egymást, a sofőr pedig egyszerre csak egy fuvart tud elvállalni. A feladat, hogy A-ból B-be úgy jusson el hogy közben a lehető legtöbb fuvart megcsinálja

Def leszúró pontrendszerre: van egy L halmazunk, ami pontokat tartalmaz és van egy halmazunk ami a fuvarokat tartalmazza ( a fuvarnak van eleje meg vége, ezért lényegében egy zárt intervallum ). Ha minden intervallumhoz létezik L-ből egy olyan pont ami az intervallum eleme akkor az L-ben lévő pontok leszúró pontrendszer alkotnak.

A lényeg hogy mindig a legközelebbi végpontú fuvart kell kiválasztani, ezután a lehetségesek közül megint így választunk egészen addig, amíg tudunk választani.

Állítás: a kiválasztott fuvarok végpontjai leszúró pontrendszert alkotnak, hiszen a végpontok a fuvarok részei, ha ezeket betesszük egy halmazba, akkor minden fuvarhoz lesz egy pont a halmazból.
TÉTEL: Független halmazok maximális elemszáma <= a leszúró pontrendszerek elemszámának minimuma.

Biz: ha a független halmazok elemszáma nagyobb, mint a pontrendszer minimális elemszáma akkor a skatulya elv miatt lesz két olyan halmaz, amihez lesz közös leszúró pont. Viszont ha van két ilyen halmaz, akkor ezek nem függetlenek.

Párosítások magyar módszerrel:

Vannak vállalatok és vannak feladatok, amiket el kell végezni. Minden egyes vállalat megadta, hogy ő melyik feladatok közül szeretne elvégezni, és minden egyes vállalat csak egy feladatot tud elvégezni, plusz minden feladatra csak egy vállalatot lehet megbízni. A feladat az, hogy a lehető legtöbb feladatot osszuk ki a vállalatok között az előbbieket figyelembe véve.

A problémát egy páros gráfként tudjuk ábrázolni. A felső pontok jelölik a vállalatokat, az alsók a feladatokat. Élek csak vállalatokból mennek feladatok felé ( ezért páros gráf, a feladatokon és a vállalatokon belül nincsenek élek ), az élek jelzik hogy egy vállalat melyik feladatokat vállalná el.

Megoldás: magyar módszer.

A magyar módszer két lépésben dolgozik: 

Első lépés: véletlenszerűen kijelölünk éleket a gráfban.
Második lépés: alternáló utak keresése, melyek felső telítetlen pontban végződnek.
Alternáló út: alsó telítettlen csúcsból indul és minden második éle kiválasztott

Telített pont: kiválasztott él fut bele.

Tehát ilyen alternáló utakat keresünk, ha találunk, akkor a benne lévő élek kijelölését megfordítjuk, így eggyel több él lesz kiválasztva, mint idáig. Ha eljutunk odáig, hogy nem találunk olyan alternáló utat, amely felső telítetlen pontban végződik akkor a párosítás az maximális, megvan a megoldás.

Hall tétel:
Def: pontok szomszédjai: belőlük egy éllel elérhető pontok összessége.

TÉTEL: Pontosan akkor létezik minden alsó pontot lefedő párosítás, ha az alsó csúcsok tetszőleges részhalmazának legalább annyi szomszédja van, mint eleme.
4 .TÉTEL
Gráfok összefüggősége, a legrövidebb út és alkalmazása az autóverseny játékra. A hátizsák feladat. Szuboptimális algoritmusok. 2-optimális algoritmus a párosításra és a hátizsák feladatra.
Gráfok összefüggősége:
Egy gráf akkor összefüggő, ha bármely csúcsból bármely másikba vezet út.

- Fogjuk a gráf egy él mentén fekvő csúcsait és egy pontba húzzuk őket folyamatosan, így eltűnnek a gráfból a csúcsok, ha a gráf összefüggő, akkor ezt addig tudjuk csinálni, amíg csak egy csúcs fog maradni.

- Ha több csúcs marad, és az élek elfogynak, ami mentén összehúzhatnánk őket akkor a gráf nem volt összefüggő.
Gráfok ábrázolása:

1. klasszikus bogyós

2. szomszédsági mátrix (van egy tábláztunk, aminek soraiba és oszlopaiba a csúcsok számait írjuk, és a táblázatba a megfejelő helyekre számokkal jelezzük, hogy a két csúcs össze van kötve.)
A legrövidebb út:

Adott egy gráfunk abban kiválasztunk két pontot, arra vagyunk kíváncsiak, hogy a gráfban a két pont között milyen hosszú a legrövidebb út.

Állítás: Algoritmikusan nem egyszerűbb azt meghatározni, hogy két pont között mekkora a legrövidebb út, annál hogy a kiindulási pont és az össze többi pont között mennyi a legrövidebb út.

Legrövidebb út kiszámítása:
Fogjuk a kiindulási pont közvetlen szomszédjait, ezeket megszámozzuk 1-essel, a közvetlen szomszédok közvetlen szomszédjait 2-essel, ezeknek a közvetlen szomszédjait 3-assal stb. Egészen addig, míg az összes csúcs így nem kapott egy számot.
ekkor Állítás: az adott csúcs száma pontosan annyi, mint a kiindulási pontból beléje vezető legrövidebb út hossza.
Biz: teljes indukcióval:

első lépés: a közvetlen szomszédjai a kiindulási pontnak 1 távolságra vannak, ezt a  

                  számot is kapták szóval ez igaz.

második lépés: feltesszük, hogy az állítás (k-1)-re igaz.

harmadik lépés: megnézzük, hogy k-ra igaz-e: mivel k közvetlen szomszédja a (k-1)-    

                           nek és k és k-1 között a legrövidebb út vezet ezért az egész igaz.

Ha megvan a legrövidebb út hossza, akkor a legrövidebb utat már egyszerű meghatározni.

Elindulunk a végpontból és megnézzük melyik az a kezdőpontba vezető út, ami pont olyan hosszú, mint amit számoltunk.

Alkalmazása az autóverseny játékra:
Autóverseny játék: adott egy kockás papírunk, amin kijelölünk egy pályát, kijelölünk egy startot meg egy célt is. A lényeg az hogy előbb jussunk el a célba mint a másik játékos.
A haladás logikája: Minden autónak van ugye sebessége, ez egy vektor, ez kezdetben egy 1 hosszú vektor, minden egyes lépésnél ennek a vektornak az x és y komponense max 1-et változhat -/+ irányba, tehát van az autónak így gyorsulása, és a kanyarodási képessége is függ a sebességtől, minél gyorsabb annál hosszabb a vektor és annál nagyobb hely kell egy kanyarhoz.

Ez úgy kapcsolódik a legrövidebb úthoz, hogy tekintsük először is a kockás papírt egy gráfnak. A vonalak metszése a gráf csúcsa, azt meg tudjuk határozni hogy melyek azok a csúcsok amelyekre az autóval az aktuálisból lépni tudunk. Így lesz nekünk egy pár tucat kijelölt csúcsunk, ezek közül kell azt kiválasztani, ami a legközelebb van a célhoz.
Hátizsák feladat:
Adott egy adag tárgyunk, amiknek ismerjük a térfogatát, és adottak hátizsákjaink, amiknek ugyanakkora a térfogata, a feladat a tárgyak lehető legkevesebb zsákba való bepakolása.

Szuboptimális algoritmusok:

Adott egy algoritmusunk, ami elvégez egy adott feladatot lassan, és optimális végeredményt ad.

A szuboptimális ugyanerre a feladatra algoritmus, viszont gyors, de az optimálisnál rosszabb megoldást ad.

Pl.: az előbbi hátizsák feladat: ennek az algoritmusa, ami a lehető legkevesebb zsákba pakolja be a cuccokat nagyon lassú, viszont van rá gyors szuboptimális algoritmus, viszont az csak dupla annyi zsákba tudja a cuccokat betenni, ezért kevésbé optimális a cucc, mert több zsákot használ, mint ami a minimum, ami a feladat megoldásához kell.

TÉTEL: Egy algo. akkor "k" ( k egy szám ) optimális, ha az optimálisnál legfeljebb k-szor kevésbé optimális megoldást ad eredményül.

tehát: ha a hátizsák feladatra van egy olyan algoritmusunk, ami ugyan gyors, de a megoldás amit ad az legfeljebb kétszer több zsákba pakol mint az optimális akkor ez az algoritmus 2 optimális.

2-optimális algoritmus a hátizsák feladatra:

Fogjuk a tárgyakat és betesszük az első zsákba, amibe még beférnek. (Ez mohó algoritmus is.)
2 optimális algoritmus a párosításokhoz:
Ugyanaz, mint a magyar módszer, csak nincsen a második fázis. Véletlenszerűen kijelölgetünk éleket és késsz is.
5 .TÉTEL
A leghosszabbút problémája. Euler út és kör, Hamilton út és kör. A fedési feladat,2 és 3 elemű fedőhalmazok esete. Gráfszínezések. Gráfok kromatikus száma, a kromatikus számra nincs 2-optimális algoritmus, síkgráfok, 4 szín tétel, Tutte tétele.
A leghosszabb út:
Csak olyan utakat veszünk számításba a leghosszabb utaknál, amikben nincs ismétlés, ezt ugye azért kell, mert ha lenne kör a gráfban és engednénk az ismétlést, akkor gyakorlatilag végtelen lenne a leghosszabb út mert az út belépne ebbe a körbe és pörögne a végtelenségig.

A másik amit itt megjegyeztünk még az az volt hogy a leghosszabb útra nincsen gyors ( tehát polinomiális ) algoritmusunk.

Euler kör: Olyan kör a gráfban, amiben a gráf minden egyes éle pontosan egyszer szerepel.
Hamilton kör: olyan kör a gráfban, amiben a gráf minden egyes pontja pontosan egyszer szerepel.

Hamilton út: Ugyanaz, mint a Hamilton kör, csak nem kör, hanem út ( tehát olyan út amiben a gráf minden éle egyszer szerepel ).

Euler út: Ugyanaz a szisztéma, mint az előbb, olyan út melyben a gráf minden csúcsa egyszer szerepel. Gráfban Euler út keresésére ismerünk gyors algoritmust, Hamilton útra nem.
Állítás: Egy gráfban pontosan akkor van Euler út, ha a gráfban legfeljebb kettő páratlan fokú csúcs van.

Fedési feladat:
Van egy S halmazunk, ami valami pontokat tartalmaz és adottak E1.....En fedőhalmazok. Ezek a fedőhalmazok egy pici részét fedik csak le S-nek.

A feladat az, hogy a lehető legkevesebb fedőhalmaz segítségével lefedjük az S halmaz összes elemét.

2 elemű fedőhalmazok esete: A probléma ebben az esetben visszavezethető a párosításokra, először is kiválasztunk a fedőhalmazok közül maximálisan sok diszjunktat, ( ez a része kapcsolódott a párosítási feladathoz ). Ezek a kiválasztott halmazok lefedik egy jelentős részét S-nek. Ami még nincs lefedve azokhoz meg válogatunk a maradék halmazokból olyat, ami lefedi őket. Ha ezzel megvagyunk, akkor a lehető legkevesebb fedőhalmazzal lefedtük S-t.

3 elemű fedőhalmazok esete: Hasonló a 2 eleműhöz, addig fedegetjük le S-t háromelemű fedőhalmazokkal, amíg tudjuk. Amíg tudjuk annyit jelent, hogy amíg ezek a halmazok diszjunktak. Lefedegettük S-t 3 elemű halmazokkal, ezek után még maradtak ki elemek, ezeket az elemeket ez után megpróbáljuk úgy lefedni, hogy csak 2 kimaradt elemet fedünk le, a harmadik fedett elem az olyan elem, amit már korábban lefedtünk. Ha még ezek után is marad ki elem, akkor azokat úgy próbáljuk lefedni 3 elemű halmazzal, hogy 1 új pontot fedünk le és 2 régit, ez utóbbi algoritmus pontosan [image: image3.png]


 optimális lesz.

Gráf színezések:
Adott egy gráfunk, aminek a csúcsait ki akarjuk színezni adott számú színnel, Alapszabály az hogy az egy élen fekvő csúcsok nem lehetnek ugyanolyan színűek. Erre nincs gyors algoritmus.

Kromatikus szám: A legkevesebb szín, amivel a fenti szabályok szerint az adott gráf kiszínezhető.

Teljes gráf: Minden csúcs minden másikkal össze van kötve.

Állítás: ha egy gráfot a kromatikus számánál kétszer több színnel ki tudunk színezni, akkor ezt a színezést gyorsan (polinomiális algoritmussal) át tudjuk alakítani úgy hogy pont kromatikus számnyi szín legyen felhasználva.

Ha lenne gyors algoritmus, ami dupla annyi színből színezné ki a gráfot, mint a kromatikus szám akkor az előzőek miatt lenne olyan algoritmus is, ami csak kromatikus számnyi színnel színezi ki a gráfot gyorsan. De mivel tudjuk, hogy ilyen nincs, ezért biztos, hogy olyan algoritmus sincs, ami dupla annyi színnel gyorsan színez.
Ebből következik, hogy 2 optimális algoritmust adni erre ugyanolyan nehéz, mint optimálist. 

Síkgráfok:
Olyan gráfok, melyek lerajzolhatók úgy a síkban hogy az éleik nem metszik egymást.

Van két nevezetes gráf, amik nem síkgráfok: (K5, K3,3). Azok a gráfok, amik ezen két gráf közül valamelyiket is tartalmazzák, nem rajzolhatók síkban.

Tutte tétele: Egy gráf pont akkor rajzolható le síkban, ha nem tartalmazza a K5-öt és a K3,3-at sem részgráfként, sem felosztott részgráfként.

4 szín sejtés: Minden síkgráf kromatikus száma maximum 4.

6 .TÉTEL
Nagy számok gyors szorzása, Karacuba módszere. Nagy számok gyors soztása.
Nagy számok gyors szorzása, Karacuba módszere:
Számok szorzása: Ha két számot írásban szorzunk, akkor a jobb oldali szám összes számjegyét megszorozgatjuk a baloldali szám számjegyeivel.

Ha két n jegyű számról van szó, akkor n2 szorzás fog kelleni plusz az összeadások.
Az írásban szorzás az négyzetes, ami ugyan gyorsnak számit, de ennél létezik egy hajszállal gyorsabb algoritmus is, ez a Karacuba módszer.

Karacuba módszere:
Az adott számokat középen kettévágta, a felsőrészt megszorozta a számrendszer alapszámának megfelelő kitevőjű hatványával, majd az alsó részt hozzáadta.

1145 = 11*102 + 45

234567 = 234*103 + 567

A két felbontott számot így összeszorozzuk, mindkét szám egy kéttagú összeadás. Az ilyeneket tagonként szorozgatjuk, az eredmény egy valami lesz, amiben sok szorzás meg összeadás van.

Van egy trükk, a kijött képletben lévő szorzásokra is alkalmazzuk a módszert, majd az abban kijött újabb szórásokra is alkalmazzuk stb.
Ez már nem n2 lépésből szoroz össze két számot hanem ~n1,58 lépésből. Egészen pontosan[image: image5.png]nloga3



.

Nagy számok gyors osztása:
Adott [image: image7.png]


 osztásunk. Ezt felírhatjuk úgy is, hogy [image: image9.png]-l



. Feltesszük, hogy 2-es számrendszerben dolgozunk, és hogy V a kettes számrendszerben normál alakban van, ami annyit tesz, hogy [image: image11.png]



Ezután kapjuk a következő sorozatot:

[image: image13.png]Xpns1 =X, X (2-V XX,



)
Választunk egy X0-t amiről a sorozat indul. Az bebizonyítható, hogy ez a sorozat megfelelő X0-ra [image: image15.png]


 -hez fog közelíteni, az lesz a határértéke. Viszont, mivel határérték ezért sosem éri azt majd el. Ebből következik, hogy ezzel a sorozattal nem tudunk pontos reciprokot számolni.
Így nekünk elég egy elég nagy indexű tagot kiszámolnunk és meg van a reciprokunk. Ha megvan a reciprok, ami az [image: image17.png]


 , akkor azt már csak megszorozzuk U-val, és kész az osztás.
7 .TÉTEL
Polinomok gyors szorzása véges Fourier transzformációval. Polinomok maradékos osztása. Euklideszi algoritmus egészekre, polinomokra, Sturm tétele. Polinomok kiértékelése, Horner eljárás.
Polinomok gyors szorzása véges Fourier transzformációval:
Polinomokat alapból konvolúcióval szorzunk össze. Az egy négyzetes algoritmus, ami mivel polinomiális, ezért gyorsnak tekintjük, de Fourier adott erre gyorsabb módszert is. Ha egy polinomnak eggyel több pontját ismerjük koordináta rendszerben, mint ahányad fokú, akkor az egész polinomot és a görbéjét is meg tudjuk határozni. (Nulladfokú polinomhoz elég 1 pont; elsőfokú polinomhoz elég 2 pont (mert az egy egyenes); másodfokúhoz elég 3 pont (mert az egy parabola…)). Ha összeszorzunk egy n és egy m fokú polinomot, az eredmény értelemszerűen n+m-ed fokú lesz.
Fogjuk a két szorzandó polinomot és n+m+1 helyen kiszámoljuk a helyettesítési értéküket. Tehát n+m+1 darab helyen számoljuk ki a helyettesítési értéket. Ennyiszer behelyettesítünk a polinomokba, valamilyen értékeket. A lényeg, hogy mindkettőbe ugyanazokat helyettesítsük be. Ezért egy „sorozat” lesz az eredményünk, mindkét polinomból lesz n+m+1 számunk. Ezeket a számokat páronként összeszorozzuk. Ezután ebből az eredményhalmazból visszafejtjük az eredménypolinomot. Ehhez lineáris egyetlenrendszer kéne, de az ronda és lassú, ezért itt jön a trükk.

Átlépünk a komplex számokba. Ott vesszük az egységgyököket. (Az egységgyököt, ha ábrázolod koordináta rendszerben, akkor mindig 1 a hossza, egy origóból induló vektor.) Kell n+m+1 egységgyök. Ezeket helyettesítjük be a két polinomba, majd utána a kapott eredményeket szorozzuk.
Polinomok maradékos osztása ÉS Euklideszi algoritmus: benne van a Gács - Lovász könyvben!
Egyszeres multiplicitású polinom készítése:
Kiszámolod a polinom deriváltját, majd veszed az eredeti, és a derivált legnagyobb közös osztóját. Aztán az eredeti polinomot elosztod a LNKO-val.

Sturm tétele: V egy egyszeres multiplicitású polinomunk, annak kiszámoljuk a deriváltját, ezeken végigmegyünk az Euklideszi algoritmussal, majd vesszük a hányadosok vektorát. A hányados vektor bizonyos tagjainak előjeleit megfordítjuk, majd beléjük rendre u-t és v-t helyettesítünk, akkor megkapjuk, hogy u - v intervallumon hány gyöke van a polinomnak úgy, hogy megszámoljuk az előjelváltásokat.

Sturm tétele a könyv szerint: Ha F0(x),….,Fk(x) egyike sem tűnik el az u és v helyeken, és F(x) minden gyöke egyszeres az (u, v) intervallumban, akkor F(x)-nek az (u, v) intervallumon pontosan wf(u) – wf(v) darab gyöke van.

A polinom kiértékelése: tulajdonképpen azt jelenti, hogyha ki kell számolni egy adott többváltozós polinom helyettesítési értékét egy adott helyen. Előfordul, hogy nem egy, hanem több polinom kiértékelésére van szükségünk.
Az (a0, … , an-1) és (b0, … , bn-1) sorozatok konvolúciója: (c0, … ,c2n-2) . 

A c0, c1, … együtthatók másodfokú polinomjai az a0, a1, … , b0, b1, … számoknak:

c1 = Ci (a0, … , an-1, b0, … , bn-1 ) = a0bi + … + aib0 

Az is gyakran előfordul, hogy egy polinomot több, különböző helyen akarunk kiértékelni.
8 .TÉTEL
Gráfok diagnosztikája. teljes-e, összefüggő-e. Turnamentben abszolút győztes keresése versus van-e teljes pont irányítatlan gráfban. A probléma általánosítása: logikai formulák, Aandeaa-Rosenberg sejtés.
Gráfok diagnosztikája:
A gráfok diagnosztikája nem egyéb, mint a gráfok vizsgálata, egy adott szempont szerint. 

Felteszünk egy kérdést a gráfról és arra várunk választ. A lényeg az, hogy ez a kérdés mindig eldöntendő, tehát olyan dolgokat vizsgálunk ilyenkor a gráfon, amire igen vagy nem a válasz. Ilyen pl.: az hogy összefüggő-e, arra is vagy igen, vagy nem a válasz.
Teljes-e:
Ezt csak úgy tudjuk kideríteni, hogy megnézzük, hogy konkrétan az összes csúcsból megy-e a többibe él, itt nem lehet semmit sem egyszerűsíteni. Ez azt jelenti, hogy [image: image19.png]


 darab vizsgálat után tudjuk egy gráfról teljes biztossággal kijelenteni, hogy teljes.

Összefüggő-e:
Az összefüggőség vizsgálata hasonló a teljességhez, abból a szempontból, hogy itt is legrosszabb esetben az összes élre rá kell néznünk, hogy megállapíthassuk biztosan hogy a gráf összefüggő.

TÉTEL: Tetszőleges algoritmusnak mely egy gráfról eldönti, hogy az összefüggő-e vagy sem, a legrosszabb esetben az összes élre rá kell kérdeznie.
Teljes csúcs:

Def: Minden más csúccsal össze van kötve.

Turnament:
Def: Irányított gráf, minden csúcs össze van kötve nyíllal (vagy az egyik csúcsból mutat a másikba, vagy a másikból az egyikbe).

Abszolút győztes: 
Def: Minden csúcsból mutat bele nyíl.
TÉTEL: Tetszőleges algoritmus, mely eldönti egy gráfról hogy tartalmaz-e teljes csúcsot, a legrosszabb esetben [image: image21.png]


 kérdést igényel.
Logikai formulák:
Meg lehet figyelni, hogy az előző problémákra úgy tudunk választ adni, ha az élekre teszünk fel kérdéseket, hogy azok léteznek-e, két csúcs között fut-e stb. Ezek is eldöntendő típusú kérdések lesznek.

Az ilyen kérdéseket tudjuk reprezentálni logikai változókkal, a változó értéke a szerint igaz,
vagy hamis, hogy a kérdésre mi a válasz. Ha minden igaz, akkor egy ilyen halmom művelet meg logikai változó együtt egy logikai formulát alkot.
Aandeaa-Rosenberg sejtés:

Ha egy logikai formula nem tartalmaz negációt és minden változója egyenértékű, akkor a legrosszabb esetben minden változó értékére rá kell kérdeznünk, hogy a formula értékét megkapjuk.

9 .TÉTEL
Párhuzamos számolás. Brent tétele. Moduláris algoritmusok. A kínai maradéktétel.
Párhuzamos számítások:
Adott egy nagy valamink, amit ki akarunk számolni, meg adott sok gépünk, amivel egyszerre számolhatunk.

A párhuzamos számításnál nem csinálunk egyebet, mint a nagy számítást kisebb részekre törjük és ezeket a részeket odaadjuk a rendelkezésre álló gépeknek. Így a gépek egymástól függetlenül tudják végezni a számítás bizonyos részeit. Ezután a gépek adnak a rész-számításokra rész eredményeket, amiket mi összegzünk és kész a számítás. A lényeg hogy ugyanazon a számításon több gép dolgozik munkamegosztásban. Az egyik a számítás egyik részén dolgozik, egy másik egy másik részen.
A számítások párhuzamosítása során akad egy gond:
Vegyük ezt a példát: [image: image23.png]cdtab



. Fogjuk, és egy gépnek kiadjuk a c*d szorzást, egy másiknak az a*b szorzást. Viszont ahhoz, hogy egy harmadik gép az összeadást el tudja végezni ahhoz neki meg kell várnia, míg a két gép végez a szorzással. A negyedik gép, aki pedig 2-vel osztana vár a 3.-ra aki az összeadást végzi. Tehát vannak műveletek, amik egymásra épülnek, korábbi részeredmények nélkül nem tudjuk őket elvégezni.
TÉTEL: Ha L művelet van egy adott formulában akkor azt legjobb esetben is csak [image: image25.png]~log,L



 lépésre tudjuk bontani.

Def: Maximálisan párhuzamosított egy formula, ha [image: image27.png]~log,L



 lépés alatt kiszámítható.

Brent tétele: az algebrai formulák maximálisan párhuzamosíthatóak.

Moduláris algoritmusok:
Olyan algoritmus, ami néhány egyszerű számelméleti tény felhasználásával egyrészt megkerüli a részeredmények korlátlan növelésének problémáját, másrészt sok esetben lehetővé teszi a párhuzamos számolást.
=> Ha egy számítást részszámításokra bontunk és csak véges pontossággal tudunk számolni akkor a résszámítások eredménye lehet, hogy kissé pontatlan lesz, de ha ezeken a kissé pontatlan eredményeken számolunk tovább és tovább sokáig, abból nagyon ponttalan eredmények lesznek. A moduláris algoritmus pont ezt üti ki a pontatlanság felhalmozódásának kérdését oldja meg részben.
A kínai maradéktétel:

Legyenek m1, m2,.... ,mk számok páronként relatív prímek (bármelyik két szám lnko-ja 1 lesz).

Legyen M az előző m1, m2, .... ,mk számok szorzata, ekkor 0 és M-1 között a következő kongruencia rendszernek csak egy megoldása létezik.
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