Kombinatorikai feladatok

1. Feladat: Egy minéségellendr 700 azonos termékbél talalomra kivalaszt 9-et (visszateves

nélkil). Az 700 termék koziil 45 selejtes, a tobbi megfelel az eléirasoknak. Mi a valoszi-
niisége, hogy a megvizsgalt termékek kozott legalabb kétszer annyi a hibatlan, mint a se-
lejtes?

Megoldas: A mintavételi feladat modellezésekor a lehetséges mintakat (a véletlen jelenség

lehetséges kimeneteleit, az eseménytér elemeit) a 700 kiilonbozdé termékbd1 képe zhetd 9-
ed osztalyl kombinaciokként azonosithatjuk. Ismert kombinatorikai tétel szerint ennek a
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lehetséges kimenetele van, ennyi elembdl 4ll tehat a vizsgalt véletlen jelenség H esemény-
tere. Jeldlje A; azt az eseményt, hogy a kivalasztott termékek kézott pontosan i szamu hi-

batlan talalhato. A feladat az Ag U Ag U A; U Ag esemeny P valosziniiségének a kisza-

mitasa. Mivel ezek az esemenyek egymast paronként kizaroak, ezért alkalmazhat6 a ko-
vetkez6 6sszefigges:

P =P(Ag) + P(Ag) + P(A;) + P(Ag)

A P(A) valosziniiséget a klasszikus képlet alapjan szamithatjuk, hiszen a mintavételi elja-
rasnak olyannak kell lennie, hogy teljesiiljon az ,egyenld esély” elve. H szZamossagat mar
tudjuk az A; esemenyek | A; | szamossagara van mar csak szikségink. Mikor kdvetkezik
be az A; esemény? Ha a mintaban pontosan i szZamu hibatlan és pontosan (9 — i) szamu se-
lejtes termék talalhato.

Az elébbiek (6?5j féleképpen az utobbiak, pedig (94—5i

to1 teljesen flggetlendl. A kedvez6 estek szamat ennek a két kombinacios szamnak a szor-
zata adja. A feladatra adand6 véalasz tehat a kovetkezo:
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j féleképpen adddatnak, egymas-

2. Feladat: Egy mindségellendr 300 azonos termékbél talalomra kivalaszt 12-t (visszatevés-

sel). A 300 termék kozil 60 selejtes, a tobbi megfelel az eloirasoknak. Mi a valosziniise-
ge, hogy a megvizsgalt termékek legalabb 72%-a hibatlan?



Megoldas: A mintavételi eljaras lehetséges kimeneteleit egy 300 elemii halmaz 12-ed o0szta-
Iyl ismétléses variacidiként reprezentalhatjuk. Az eseménytér szamossaga, ismert kombi-
natorikai tétel szerint 30012,

Jelolje A; azt azeseményt, hogy a 12 elemii mintdban iszamu hibatlan termék taldlhato. A

feladat szerintaz A= A, UA;; UA,; UAy esemény valdsziniisé gét kell meghatdroznunk.

Mivel a szoban forgd események egymast paronként kizarjak, ezért alkalmazhaté az ,ad-
dicios formula” P(A) = P(A;,) + P(A1;) + P(Ap) + P(A).

A P(A;) valoszinliség meghatirozisdhoz a klasszikus képletet hasznaljuk, hiszen minden

mintavételi eljardsnak (elvben legalabb is) garantalnia kell az ,,egyenld esély” elvének ér-
venyre jutasat. Szikséglnk van tehat az A, halmaz szimossagara (a kedvezd estek szama-

ra).
Mivel minden lehetséges kimenetel egy 12 komponensb6l 4116 sorozat, ahol szdmit a sor-

rend is, ezért a ko vetkezoképpen okoskodhatunk: ha azt akarom, hogy a mintaba pontosan
1 szdmu hibatlan termék keriiljon, akkor elsé lépésben el kell dontenem, hogy mely kom-

ponensek legyenek hibatlanok. Ez az elsé 1épés (]]2) féleképpen végezhet6 el Ha mar Ki-

jeloltik a ,hibatlan” komponenseket, akkor ezek mindegyikére 240 féleképpen vélasztha-
tok. A fennmarado6 (12 - i) selejtes komponens mindegyikére 60 féleképpen véalaszthatok.
Megkapom a keresett szamossagot, ha ezeknek a ,parcialis lehetdségeknek” a szdmat 0sz-
szeszorzom. E szerint

12-i
A= (12)240 60127 &s P(A,)= (ﬂj%,
300

illetve a feladatra adand6 valasz:
o Z 12) 2401602 ‘Z (240} [ @Tz“
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3. Feladat: Egy urnaban 430 goly6 van, melyek kdzil 280 fehér, a tobbi fekete. Talalomra
kivalasztunk 125-6t. Mia valosziniisége, hogy a golyok nem mind azonos szintiek?

Megoldéas: Jeldlje W azt az esemenyt, hogy minden golyo fehér, B pedig azt, hogy minden
golyo fekete. Az a valoszinliség, melyet meg kell hataroznunk ezek szerint a ko vetkezo:

P(WuUB).
Ezt a valoszinliséget a ,komplementer- formula” segitsé gé vel konnyebb kiszamitani:
P(WUB)=1-P(WuUB)=1-(P(W) + P(B)).

(Az utolso atalakitasnal figyelembe vettik azt, hogy W és B egymast kizard események!)



A vizsgalt véletlen jelenség eseményterét azonosithatjuk barmely 430 elemii halmazbol
képezhet6 125-6d osztalyd ismétlés nélkili kombinaciok halmazaval. Az eseménytér sza-
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gat kell meghatarozni. W akkor kovetkezik be, ha csak fehér golyok kdzul valasztunk.
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kor a lehetdségek szama. A valoszinliség kiszamitdsanak klasszikus képletet alkalmazva, a
kérdéses valoszintiség a kbvetkezo:

(280)4{150}
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4. Feladat: Egy szabalyos dobokockaval 4-szer dobunk egymas utan. Mi a valoszintisége,
hogy

mossaga, ismert kombinatorikai tétel szerint: ( ) Most a W és B halmazok szamossa-

Ezen lehetéségek szama ( j Ha csak a fekete golyok kozil valaszthatunk 125-6t, ak-

(@ Mind a négy szam kiilonbdz6?

(b) A négyszam kozil 2-2 azonos?

(c) A négyszam kdzott pontosan két kiillonb6z6 van?

(d) A négyszam kdzott a 6-os nem fordul el6 és az 5-0s is csak legfeljebb 1-szer?

Megoldas: Egy lehetséges kimenetel az {1, 2, 3, 4, 5, 6} szAmok egy lehetséges ismétléses

variacioja. Ennek kovetkeztében az eseménytér szamossaga: 6*. A dobdkocka szabalyos-
sdga biztositja a lehetséges kimenetelek ,.egyenld esélyét”, ezért a klasszikus képlettel
szdmolhatjuk valamennyikérdéses valdsziniisé get.

a) Valasszunk kia 6 szambol négyet. Ezt (2) féleképpen tehetjik meg. Ha kivalasztottunk a

négy szamot, akkor ezeket 4! = 1-2.3-4 (4 faktorialis!) féleképpen lehet sorba rendezni
(permutacio!). Negy kiilonbozé szam eldfordulasanak lehetdsége tehat: (2)4!, kovetke-
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zéskeppen

b) Vélasszunk ki 2 szamot a 6-bol. Ez (g) feleképpen tehetd meg. Vegylink mindegyikbdl
egy ,,masod példanyt” és tekintsik az igy kapott 4 elemii rendszert (nem halmazt, mert

I
nem kiilonbozoek az elemek!) Ezt a négy elemet % féleképpen lehet sorba rendezni (is-

métléses permutacio!) Ebb6l mar adodik a valasz:



41

c) Valasszunk ki 2 szamot a 6-bol. Ez (g) feleképpen tehetdé meg. Képezzik ennck a két

szamnak az 0sszes 4-ed osztaly( ismétléses variacidjat. Ezek szama 2%, Ezek kozott kettd
olyan van amelyikben csak egy szam fordul el6. A kedvezd esetek szama tehat:

@(24 ~2). Ebbo] mér adodik a vaksz:

gj(z“ - 2).

P(C) = —(
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d) Hany olyan eset van, ahol se a 6-0s, se pedig az 5-6s nem fordul el6? Ezek szama 4* (négy
elem 4-ed osztalyu ismétléses variacidi!). Ezekhez még hozza kell venniink azokat az is-
métléses variaciokat, melyekben nincs 6-0s és egyetlen 5-6s van. Az 5-6s elhelyezkedésé-
re 4-fele lehetéség van. Ha az 5-6s szamot mar elhelyeztik, akkor a fennmaradé négy
szamot kell a fennmaradé 3 komponensen varialni. Erre 43 lehetéségiink van. A kedvez6

esetek szama tehat: 4% + 4. 43 Ebbd] mar adédik a valasz:

4% 1 4.43
P(D) = —

5. Feladat: Egy szabalyos dobdkockaval 5-szor dobunk egymas utin. Mi a valosziniisége,
hogy
(@ Mind az 6t szamkiilonb6z6?
(b) A dobott szamok 6sszege nagyobb, mint 25?
(c) Azodtszamkozott pontosan két kiillonbozé van?
(d) Azotszadmkdzottaz 1-es illetve a 6-0s is csak legfeljebb 1-szer fordul el6?

Megoldas:
g)(zf’ ~2)

6 126
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P(A) = P(B) =~ P(C) = (
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4° +2.5.4% 15.4.43

P(D) = =

6. Feladat: Egy urndban 250 golyd van, melyek kdzul 25 fekete, a tobbi piros. Talalomra
kivalasztunk 5-6t. Mia valosziniisége, hogy
(@ Mindaz5 golyd azonos szinii?
(b) Vana golydk kozott fekete is és piros is?
(c) Vana golydk kdzott legalabb 2 fekete és legalabb 2 piros?
(d) A golyok kdzott legalabb 3 piros van?



Megoldas:
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7. Feladat: Egy jol 6sszekevert magyar kartya paklibol egymas utan 8 lapot kihizunk. Mi a
valoszintisé ge, hogy

P(A) =

P(D) = (

(@ Mind a négy szinbdl pontosan 2-2 van?

(b) A négy szin koziil csak 2 fordul el?

(c) A8 lap kozott 3 asz, 2 fels6 és 3 hetes van?
(d) A8 lap kozott nincsen kiraly és makk?

Megoldas:
- (g)@@(gj& . (‘21)(16-15---9—8!—8!)
~ 32.31...25 - 32-31.--25 !
©- (gj(g)(g)&’ o(0) = 212014
32.31---25 32.31.--25

8. Feladat: Egy jol 6sszekevert francia kartya paklibdl egymas utan 14 lapot kihuzunk. Mi a
valoszinlisége, hogy

(@ Mind a négy szinb61 van legalabb 1?
(b) A négyszinkoziil csak 3 fordul el6?
(c) A14 lap kozott 3 sz, 2 kiraly, 4 dama, 3 bubi és 2 tizes van?
(d) A 14 lap k6zott nincsen treff és asz?
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9. Feladat: Egy urnaban 300 golyd van, melyek kdzil 125 fekete, 75 piros, a tébbi zoId. Tala-
lomra kivalasztunk 15-6t. Mi a valdszintisége, hogy

(@ A 15 golyo koziil 5 fekete, 5 piros és 5 zo1d szinii?
(b) Vana golydk kdzott fekete is, piros is €s zold is?
(c) A golyok kozott csak két szin fordul el6?
(d) A golyok kozott legfeljebb 3 piros van?
Valasz:
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10. Feladat: Egy szabalyos dobdkockaval 7-szer dobunk egymas utan. Mi a valdsziniisége,
hogy

(@ A dobott szamok kézott mindegyik szam el fordul?

(b) A dobott szamok 6sszege kisebb, mint 10?

(c) A dobott szamok kdzott pontosan két kiilonbdz6 van?

(d) A hétszamkozott az 1-es illetve a 6-0s is csak legfeljebb 1-szer fordul el6?

Megoldas:
.

61! 1+7+7+[2J
P(A) = 2L, P(B) = ,
(A) o (B) &

6

(2j(27_2) 47 42.7.4547.6.4°

P(C) = e P(D) = = ,

11. Feladat. Valaki két (hagyomanyos) lottdszelvényt tolt ki egymastdl fliggetlendl. Mennyi a
valészintisége, hogy nyer, azaz valamelyik szelvényen legalabb két taldlata lesz?



Megoldas: Jelolje A, (k = 1,2) azt azesemeényt, hogy a k-adik szelvénnyel nyerek. A keresett
valoszinliség tehat
P=PA;UA)).

Jeldlje p a nyerés valoszinliségét, ha egy szelvénnyel jatszunk.

. @(85}+(3)(8258;gi)(815)+(?J(805),

Ekkor P(A;)=P(A,)=p ésa fiiggetlenség miatt P(A; NA,)=P(A;)-P(A,)=pZ.
Ezekbdl egy jol ismert képlet szerint az adodik, hogy:

P(A UA,)=P(A1) +P(A;) - P(A; nAy)=2p—p°.



