A) Valésziniiségek becslése a Csebisev-egyenlotlenséggel

Al. Feladat. AzX valoszinliségi valtozo varhato értéke 10, varianciaja 64.

a) Legfeljebb mekkora valosziniiséggel tér el X a varhatd értékétdl legalabb 12 egysé g-
gel?

b) Mekkora ennek a valésziniisé gnek a pontos értéke, ha X egyenletes eloszlasu?

Valasz:
) P(X-10212) < 22 _* 0441 1) P(X-10>12)= 2-¥3_ 15,
1449 2
Megoldas:

a): A Csebisev egyenldtlenség segitségével tudunk felsé becslést adni a kérdéses valoszinii-
ségre. A Csebisev egyenlbtlenség egyik lehetséges formdja a ko vetkezo:

var(X)

8

P(X-E(X)[]ze)<——

Ebbe behelyettesitve az adatokat kapjuk a valaszt.

b): Ha ismert az X F(X) eloszlasfiiggvénye, akkor pontos értéket is tudunk adni. Vegyuk észre,
hogy

P(X ~10/>12) =1 P(X —10|<12) =1- P(-2 < X < 22) =1~ (F(22) - F(-2))

A feltétel szerint X egyenletes eloszlast. Tudnunk kellene, melyik intervallumon. Jeldlje
[a, b] azt az intervallumot, amelyen X egyenletes eloszlasu. Mivel az egyenletes eloszlas-
rol tudjuk, hogy

a+b , (b—a)?

E(X)_T és D? X)= T

az ismeretlen a és b paraméterek értékétaza+b =20 ésa (b —a)> = 12-64 = 3-16 egyen-
letrendszerb61 hatarozhatjuk meg: a =10 - 83 6s b=10+8+/3.

Mivel 10 —8+/3 < —2<22 <10 +8+3, ezért

22-(10-8Y3) _12+8V3
16+/3 16v3

A valasz tehat a ko vetkez6:

—2-(10-8J3) -12+83
1643 16v3

F(22) = s F(-2)=

P(X —10/>12) =1— F(22) + F(2) _16v3-12-8/3-12+8y3 _1613-24 :1_§.

1643 16+/3 2




A2. Feladat. Az X valosziniiségi valtozo varhato értéke 750, szorasa 25.

a) Legfeljebb mekkora valoszintiséggel tér el X a varhato értékétol legalabb 45 egysé g-
gel?

b) Mekkora ennek a valosziniliségnek a pontos érteke, ha X normalis eloszlasu?

Megoldas:

2
a)  P(X-T750[245) < 2 _ 3 =0.309 b) P(X 750> 45) = 2(1- ®(18)) = 0.072.
45
Megjegyzés: ®(1.8) =0.9641
A3. Feladat. Az X valosziniiségi valtozo varhato értéke 5, varianciaja 25.

a) Legalabb mekkora valoszinliséggel tér el X a varhato értekétdl 7.5 egységnél kisebb
mértekben?

b) Mekkora ennek a valoszinlis€ gnek a pontos értéke, ha X exponencialis eloszlast?
Megoldas:

a) P(x-5<75)> 1—2—52=g =0555  b) P(X-5<75)=1-e% =0918.

7,5
Megjegyzes: Mivel b) esetén E(X):D(X):% ,ezert A=0.2.

Ad. Feladat. AzX valoszinliségi valtozo varhato értéke 25, szorasa b.

a) Legfeljebb mekkora valoszintiséggel tér el X a varhato értékétol legalabb 10 egysé g-
gel?

b) Mekkora ennek a valosziniiségnek a pontos értéke, ha X egyenletes eloszlasa?
Megoldas:
a) P(X-25>10) < 0,25 b) P(X-25>10) =1,
Ab. Feladat. Az X valosziniiségi valtozo varhato értéke 150, szorasa 4.

a) Legalabb mekkora valosziniséggel tér el X a varhato értékétol legfeljebb 6 egységgel?

b) Mekkora ennek a valdszintiségnek a pontos értéke, ha X normalis eloszlasa?

Megoldas:

a) P(|X—150|£6)2g, b) P(|X-150/<6)=2d(15)-1.



B) A nagy szamok torvéenyének Bernoulli-féle alakja

Bl. Feladat. Egy ismeretlen valoszinliségii esemény valoszinliségét szeretnénk meghataroz-
ni. Hany megfigyelést kell végeznink ahhoz, hogy legalabb 0.94 val6sziniisége legyen
annak, hogy a megfigyelésekbdl adodo relativ gyakorisadg a keresett valoszintiségtol le g-
feljebb 0.25-dal térjenel?

Megoldas: Ismert 6sszefliggés szerint

P[E—p <O.25j21—;2.

n 4n(0.25)

Teljesil a kivant feltétel, ha 1— ;2 >0.94 . Ez akkor és csak akkor teljestl. ha
4n(0.25)

n>N =200/3 = 66.6667.

1
B2. Feladat. Monte Carlo mddszerrel kivanjuk az Ie*Xde integral pontos értékét ¢ = 0.0001
0
hibahataron belll kdzeliteni. Legalabb hany iteraciot kell végrehajtanunk, ha azt akarjuk,
hogy a kapott kdzelitd érték 0.99 valosziniisé ggel eleget tesz az eldirt hibahata rnak.

Megoldas: a vizsgan.

B3. Feladat. A valasztdsok napjan egy kdzvéleménykutatd- intézet £ = 0,05 hibahataron beldil
0,95 megbizhatésaggal elore akarja jelezni a partokra leadott szavazatok végeredményét.
Legalabb hany ember szavazatat kell ehhez biztosan tudniuk?

Megoldas: Ismert 6sszefliggés szerint

POE —pl< o.osja-%.
n 4n(0.05)
Teljesul a kivant feltétel, ha 1— ;2 >0.95. Ez akkor és csak akkor teljesul, ha
4n(0.05)
n >N = 2000.



B4. Feladat. Valamelyik tarsadalmi rétegben szeretnénk meghatarozni az erds dohanyosok
aranyat. Hany megfigyelést kell végezniink ahhoz, hogy legalabb 0.9 valosziniisége le-
gyen annak, hogy a megfigyelésekb6ladodo arany a valodiaranytol legfeljebb 0.04-dal tér
el?

Megoldas: Ismert 6sszefliggés szerint

P(‘E—p <0.O4j21—;2.
n 4n(0.04)
Teljesil a kivant feltétel, ha 1— ;2 >0.9. Ez akkor és csak akkor teljesdl, ha
4n(0.04)
n>N =1526.5.

C) Kbzponti hatareloszlas tétel

C1. Feladat. Egy gyorsbufeé atlagos napi szikséglete papirzacskobdl 1000 darab, ahol az in-
gadozas mértéke szdrasban megadva 49 zacskd. Hany zacskot kell 2010. janius hénapra
rendelni, ha azt akarja a gyorsétterem menedzsmentje, hogy a honap folyaman 0.99 valo-
sziniséggel ne fogyjon ki a készlet.

Megoldas: Jelolje Xjaz i-edik napi felhasznalast. Az Xj, i= 1,2, ..., 30 valosziniiségi valto-
z0k paronkent fuggetlenek és azonos eloszlasuak, kovetkezésképpen E(Xj) = 1000 és
D(Xj) = 49 minden i-re. Legyen X a junius havi felhasznalas. Ekkor X = X; + X, + ... +
X30- Az elméletbdl ismert, hogy

E(X) = E(X)) + E(X,) + ... + E(X5,) = 30x1000 = 30000
és
var(X) = var(X;) + var(X,) + ... + var(Xs,) = 30x492.

A kdzponti hatareloszlas-tételb61 tudjuk, hogy X eloszlasa normalisnak tekinthetd. A fenti

adatok birtokaban tehat X N(30000,49+/30) eloszlasti valésziniiségi valozé. Jelblie n a
feltételnek eleget tevd zacskoszamot. Ekkor n értékét a kovetkezd egyenlet megoldasa
szolgaltatja:

P(X <n)=F(n) = @(wj >0.99.
49+/30
Flggvénytablazatbol:
2327 <N780000 4z n>30000+2.327 - 4930 = 30624.5297
49+/30



C2. Feladat. Egy felkapott cukraszda atlagos napi szikséglete papirdobozb6l 250 darab, ahol
az ingadozas mértéke szorasban megadva 16 doboz. Hany dobozt kell 2010. junius honap-
ra rendelni, ha azt akarja a cukrdszda menedzsmentje, hogy a hdnap folyaman 0.99 val6-
szinliséggel ne fogyjon ki a készlet.

Megoldas: Jeldlje X a junius honapban felhasznélt papirdoboz mennyiséget. A kdzponti ha-
tareloszlas-tételb61 tudjuk, hogy X eloszlasa normalisnak tekintheté. A fentiadatok bir-
tokaban tehat X N(7500,16+/30) eloszlast valoszintiségi valtozo. Jelblie n a feltételnek
eleget tevé zacsk0szamot. Ekkor n értékét a kovetkezd egyenlet megoldasa szolgaltatja:

P(X <n) =F(n) = @(ﬂ

>0.99.
16+/30 )

Fuggvénytablazathol: 2.327 gl_— azaz

n > 7500+ 2.327 -16+/30 = 7703.9281.

C3. Feladat. Egy gyorsbhufé atlagos napi szikséglete papirtanyérbol 450 darab, ahol az inga-
dozas mértéke szorashan megadva 64 papirtanyér. Hany papirtanyért kell 2010. junius ho-
napra rendelni, ha azt akarja a gyorsbhifé menedzsmentje, hogy a honap folyaman 0.98 va-
16szintisé ggel ne fogyjon ki a készlet.

Megoldas:
P(X <n) = F(n) = cp(wj >0.98.
64/30
n—13500
Fuggvénytablazatbol: 2.042 < ———, azaz
ggvenyt 64+/30

n >13500 + 2.042 - 64+/30 =14215.8077



