A matematikdban a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség (illetve angol
nyelvteriileten Cauchy—Schwarz-egyenlotlenség, az orosz matematikai irodalomban pedig
Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlotlenség) Augustin Louis Cauchyr6l, Hermann Amandus
Schwarzrdl és Viktor Jakovlevics Bunyakovszkijrél elnevezett egyenldtlenség, mely gyakran
hasznalatos a skaldrszorzatos terek elméletében, a végtelen sorok €s szorzatok integralasanak
elméletében és a valdszinliség-szamitdsban.

Legaltalanosabb formaban a (valés vagy komplex szamtest feletti) J' skalarszorzatos vektortér
tetszbleges x és y elemének <x,y> skalaris szorzata abszolutértékének felsd becslésére szolgal:

[z, 9)|* < (z,2) - (y, ).

Megjegyzendd, hogy egyenldség pontosan akkor 4ll fenn, ha x és y linearisan 0sszefliggo.
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[@][szerkesztés] Az absztrakt tétel bizonyitasa

Skalarszorzatos terekben az alabbi kitlintetett norma vezethet6 be:

|2l = y/ (2, )

Ezt a jeldlést hasznalni is fogjuk. Minthogy az egyenlStlenség az y=0 esetben fennall,
feltehetjiik, hogy <y, y> nem nulla. Legyen A tetszéleges valds (vagy komplex) szdm. Ekkor

0 < flz—Ay|* = (= Ay, z — My)
= <I1I) - ‘}"<I1y) - )L{Q’,.T) + |‘}‘|2<y1y)

(a,,A feliilvonés” a komplex esetben hasznalando). Mivel ez minden A-ra teljesiil, ezért a

A= (y,z) - ()"

specialis esetben is igaz, ahonnan kapjuk, hogy

0 < (z,2) — |{z,9)]” - (y,0) "

amely akkor és csak akkor teljesiil, ha
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(2. 9)]” < (2,2) - (,9)
vagy masként:
[z, )| < ] Iyl -

QED

[szerkesztés] Az egyenlotlenség specialis alakjai

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlotlenség, attol fliggden, hogy a V' skalarszorzatos
tér mi, specialis alakot Olthet.

[szerkesztés] A valds szam n-esek tere

Az R" euklideszi vektortér esetén (ezt az algebrai megkozelités miatt diszkrét esetnek is
nevezhetjiik) az allitas a kovetkezOképpen néz ki.

Tétel. Legyen @1, - - - 5 Ungs b1, - - buvalos szamok véges sorozatai. Ekkor

a by + -+ anh, < y-fﬂ-% 4+ 4 a'i\fb% 4+ 4 ,531

(és egyenldség csak akkor all fenn, ha valamelyik sorozat ,,tobbszordse” a masiknak, azaz

= cay,...,b

példaul by n = Cln yalamilyen ¢ valos szamra).

ﬂ-l,...,ﬂ-n,bl,...,b

Elsé bizonyitas. Ha tehat n valds szamok, akkor minden valods x-re

(ax — b;)? = a2x® — 2a;b;z + B2 > 0

teljesiil. Ezeket az egyenl6tlenségeket t=1,..., Nre gsszeadva azt kapjuk, hogy minden
valos x-re igaz lesz

2 2 2 2 2
(ay + -+ a)x” —2(aby + - -apby)x 4+ (b] +--- 4+ b)) = 0.
Ez csak ugy lehet, ha a szereplé masodfoku polinom diszkrimindnsa nempozitiv, azaz

2 2 2 2 2
dlahy + -+ apby)” —4la] + -4+ a )b+ ---+b,) <0
amibdl atrendezéssel adodik az egyenldtlenség.

Az egyenldség esete trividlis, hiszen ekkor c-t kiemelve, mindkét oldalon az a; szamok
négyzetosszegét kapjuk. QED

Masodik bizonyitas. Felhasznalva a (kiszorzassal lathato)
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Do) (Db — (D ab)* = (aib; — a;b)?

1<j
azonossagot, az egyenlétlenség azonnal adodik.

Megjegyzés. Természetesen ezesetben nem kell feltétlentiil az R"-beli skaldrszorzasként
felfognunk az egyenl6tlenség bal oldalat. Tekinthetlink az egyenldtlenségre ugy is, mint
tetszbleges aj, a,, ..., a, illetve by, by, ..., b, valos szamokra vonatkozd relacidra.

[szerkesztés] A négyzetesen integralhato valos fiiggvények terében

A négyzetesen integralhato valds-valos fliggvények terének (L?) esetén az analizis egy fontos
egyenldtlenségét kapjuk (nevezhetjiik igy ezt az egyenldtlenség folytonos! alakjanak).
Szemléletesség kedvéért megjegyezziik, hogy ebben az alakban az 6sszeadas helyett
integralas all, mely valoban azt sugallja, hogy analizisban alkalmazott varians ugy keletkezik
az eldzo, diszkrét esetbdl, hogy a véges dsszeadast, annak végtelen hatardtmenetével, az
integrallal helyettesitjiik.

Tétel. Ha f'és g folytonos valds fiiggvények az [a,b] intervallumon, akkor

b [ b [ b
[ 1@e@idz <[ [ Py [ ¢(x)da

(és egyenldség csak akkor all, ha valamelyik fliggvény tobbszorose a masiknak: van olyan ¢
szam, hogy g(x) = ¢f(x) minden & ST < IE3-re, vagy forditva).

[szerkesztés] A haromdimenzios euklideszi tér

Amennyiben x és y a hdromdimenzids koordinatatér vektorait jeloli, akkor a fenti masodik
bizonyitas a kovetkezd egyenldséget adja:

Tétel. Ha x és y az R? két vektora, akkor
2Plyl* = |2 - yl* + |z x g

egyenlGség teljesiil, ahol T - Ya két vektor skalaris szorzata, T % Ypedig a két vektor
vektorilis szorzata.

Bizonyitas. A skalaris és vektoridlis szorzds geometriai jellemzésébdl adodik, hogy ha a az x
és y vektor hajlasszdge, akkor az |x|’|y|* szorzat igy irhato:

122 |y|? = |z |y|*( cos’a + sin*a) = |z|*|y|* cos’a + | z|*|y|*sin’a

ahol az utols6 egyenldség utan az elso tag a skalaris szorzat, a masodik tag a vektorialis
szorzat nagysaganak négyzete. Itt tehat felhasznaltuk, hogy

cos*o, + sin‘a. =1
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(mely 1ényegében a Pithagorasz-tétel). QED

Megjegyzés. Ebben az esetben jol lathato, hogy az egyenldtlenség 1ényegében ekvivalens az
elemi geometria azon tényével, hogy derékszogii haromszogben ,,az atfogd hosszabb, mint
barmelyik befog6”. A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség tehat a
skalarszorzatos terek egy alapvetd jelentdségii Osszefiiggésére mutat ra. S6t, maganak az
egyenldtlenségnek a kdvetkezménye, hogy ezekben a terekben bevezethetd a vektorok
hajlasszogének fogalma.

[szerkesztés| Altalanositasa

Az egyenl6tlenség altalanos forméaja a Holder-egyenlStlenség: ha @11« - -5 &ny by, ..., by

_+_:1

nemnegativ valos szamok, p,g > 1, tovabba P 4 teljesiil, akkor

n n 1/p n 1/q
S b < (Z a.f) (Z b?) |
i=1 i=1 i=1

[szerkesztés| Torténete

A sorozatokra vonatkozo variaciot Cauchy 1821-ben publikalta Cours d'Analyse Algébrique
cimili kdnyvében. Az integralos verziot Bunyakovszkij 1859-ben a Szentpétervari
Tudomanyos Akadémia Kozleményeiben publikalta, hivatkozva egykori tanara, Cauchy
egyenl6tlenségére, azt jolismertnek nevezve, abbdl vezetve le. A Gottingdban dolgozo
Schwarz 1885-ben ujra bebizonyitotta az integralos format.
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