5. A teljes valoszintiség tétele. A Bayes tétel. Egy befektet6i dontés.

A teljes valosziniiség tétele:
- HaAj A, ... paronként kizaro6 €s pozitiv valoszinliségii események sorozata, és ezek
Osszege 1, B pedig egy tetszdleges esemény, akkor:
P(B) = ) P(BIA)P(4)
i

- Biz: Legyen
A= ZAi ekkor mivel P(A) = 1 - P(4A) = 0 tehat
5

P(B)= P(A+*B)+P(A*B)= P(A*xB) =P (ZAi>*B = P<ZB*Ai)

= Z P(B*4;) = Z P(B|A)P(4) |

L l
Bayes tétel: Ha az esemény bekovetkezésének ismerete mellett azt akarjuk tudni, hogy egy
teljes eseményrendszer eseményei mekkora valoszinliséggel jatszottak kozre ebben.
A tétel: Legyen B1,B,,... pozitiv valoszintiségii eseményekbdl 4116 teljes eseményrendszer, A
pedig tetszlleges pozitiv valdsziniiségli esemény. Ekkor k = 1,2,... esetén
P(A|By)P(By)
i1 P(AIB)P(B;)
Biz: A feltételes valoszinliség szorzasi tétele alapjan:
P(A|By)P(By)
P(By|A) =
(Bl === 50
A teljes valoszintliség tétele alapjan a nevezd P(A)-ja helyettesithetd
P(B,|A) = P(A|By)P(By)
¢ iy P(AIB)P(B))

P(By|A) =




Probléma. El kell dontentiink, hogy megtakaritott pénziinket ingatlanba (A1), részvénybe
(A2), vagy valamilyen aruba (A3) fektessiik-e be 1 éves futamidére. Az 1 év mulva lehetséges
vilagéllapotokrodl van elképzelésiink: erdteljes gazdasagi novekedés (S1), mérsékelt gazdasagi
novekedés (S2), valtozatlan gazdasagi helyzet (S3), recesszio (S4). Az egyes vilagallapotok
bekovetkezési valosziniiségérol is van elképzelésiink. Dontésiinket az alabbi
hozaminformaciok és valdsziniiségi becslés alapjan kell meghoznunk. Célunk a varhato
hozam maximalizalasa.

SI_ [S2 [S3 [S4 | értékelés
Al 8% |6% |5% |3%
A2 [ 15% | 12% | 8% | 2%
A3 | 17% | 10% | 5% | -4%
PSi) |03 |04 |01 |02

Miutan dontésiinket meghoztuk, de pénziinket még nem kotottiik le, jott a hir, hogy a
vilag vezetd pénzpiacai kritikus helyzetben vannak. Ez a hir az érintett gazdasagi
kornyezet lehetséges jovobeli allapotai bekovetkezési valoszinliségeinek tjragondolasara
késztet. Ehhez korabbi tapasztalatok is kellenek, nevezetesen meg kell tudni itélni, hogy
egy prognosztizalt pénzpiaci vilagvalsag milyen mértékben gyirlizik be az érintett
gazdasagba fliggben attol, hogy a gazdasag éppen milyen éllapotban van. Ezeket az
itéleteket tartalmazza a kovetkezo adatsor:

[P(V]Si) Jo.1 Jo.6 [07 [09 | |

Hogyan revidealjuk ezek utan a dontésiinket? Hogyan rangsoroljuk az egyes
alternativakat, feltételezve, hogy a valsag eléri az adott gazdasagi térséget is?

Probléma: Miképpen befolyasoljak a vizsgaztaté tanar kezdeti bizonytalansagat - késziilt-e a
hallgaté vagy sem - a hallgato feleletei?

Elemzés: Jelolje A a tandr azon feltételezését, hogy a didk késziilt, A pedig azt, hogy nem
késziilt. A tandr kezdeti bizonytalansaganak mértéke attdl fiigg, hogy mekkora
valdszintiséget tulajdonit az egyes hipotézisek helytallé voltanak.

Tegyiik fel, hogy a tanar sokéves tapasztalata alapjan arra a megallapitasra jutott, hogy a
hallgatok 60%-a szokott felkésziilni, azaz a P(A) valoszintséget 0.6-nak véli.
P(A) értéke ekkor 0.4. Ezeket a valosziniiségeket nevezziik eldzetes (a priori)
valosziniségeknek.

A vizsgaztatds célja, hogy a tanar Uj informacié birtokdaba jusson, melynek
felhasznélasaval revidealhatja az eldzetes valoszinlségeket és meghatdrozhatja annak
valosziniliségét hogy a vizsgdzd késziilt-e vagy sem. Ezeket a '"revidealt"
valoszintségeket nevezziik utolagos (a posteriori) valosziniiségeknek.

A tanarnak természetesen valamilyen elképzeléssel kell rendelkeznie arrdl is, hogy
mekkora diagnosztikus értéke van egy jo feleletnek: mennyire valdszinii, hogy késziilt,
ha jol felelt? Tételezziik fel, hogy a tanar ugy vélekedik, hogy ha valaki késziilt, akkor a
kérdések 90%-ara tud felelni, ha viszont nem késziilt, akkor csak 20%-ara.



Jelolje B azt az eseményt, hogy a vizsgazo a tanar éltal feltett két kérdésre jo valaszt
adott. Ekkor a P(B|A) valésziniiséget 0.9x0.9 = 0.81 -nek tartja, a P(B|A)
valoszintséget pedig 0.2x0.2 = 0.04 -nek véli.

A jol ismert Bayes-formula (Bayes-tétel) szerint

P(A|B) = FRIAIPR) =0.968
P(B|A)P(A) +P(B|A)P(A)

annak valoszintisége, hogy a két helyes vélasz a vizsgazo felkésziiltségét jelenti



