Diszkrét valosziniiségi valtozok

1. Feladat: Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Jeldlje X a dobott szAmok szorzatat.
Szamitsa kiaz X valosziniiségi valtozo varhato értékét.

Vélasz: E(X)= % =12.25

Megoldas: Jeldlje u az elsé dobas, v pedig a masodik dobas eredményét. A lehetséges kime-
neteleket ezek az (u, v) parok reprezentaljak, melyekbdl pontosan 36 van. A varhatd érték a
valosziniiségi valtozo lehetséges értékeinek sulyozott atlaga, ahol a sulyok a megfeleld valo-
szintiségek.

A lehetséges értékek megjelenitésére szolgal a kovetkez6 tablazat: a tablazat belsejében tala l-
hatok a lehetséges értékek:

u\v 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 8 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36

A lehetséges értekek kozott vannak megegyezok is. A 12-es érték példaul négyszer fordul elo.
Mivel barmelyik (u, v) par 1/36 valoszintis€ggel adodhat, ezért annak a valészinlisége, hogy a
dobott szAmok szorzata 12 lesz 4/36-tal egyenld. A varhaté értékben tehat a 12-t 4/36-0s suly-
lyal kell figyelembe venni.

A varhato értéket tigy is megkapjuk, ha a tdblazatban eléforduld valamennyi szamnak
vesszik az egyszerii szamtani atlagat. Ebben a szimtani atlagban a 12-es érték példaul a
sulyanak megfelelden 4-szer fog szerepelni. A kapott szamtani atlag a kdvetkez0:

Ex) = 24~ 1095
36

2. Feladat: Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Jeldlje X a dobott szamok mini-
mumat. Szamitsa ki az X valoszintiségi valtozd varhato értékét.

Vélasz: E(X) = % =2,5278

Megoldas: Jelolje uazelsé dobas, v pedig a masodik dobas eredményét. A lehetséges kime-
neteleket ezek az (u, v) parok reprezentaljak, melyekb6l pontosan 36 van. A varhat6 érték a
valosziniiségi valtozo lehetséges értékeinek sulyozott atlaga, ahola stlyok a megfeleld valo-
szintiségek.



A lehetséges értékek megjelenitésére szolgal a kovetkezo tablazat: a tablazat belsejében tala -
hatok a lehetséges értékek:
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A varhato értéket ugy is megkapjuk, ha a tablazatban eldfordulé valamennyi szamnak vessziik
az egyszerli szamtani atlagat. A kapott szamtaniatlag a kovetkezo:

Ex) = 2L = 25278
36

3. Feladat: Egy szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Jelélje X a dobott szamok maxi-

mumat. Szamitsa ki az X valoszinliségi valtozo varhatoértékét.

4. Feladat. Legyenek A és B tetszéleges események H-ban. Jelolje X az A esemény, Y pedig
a B esemény karakterisztikus fuggvényét. Legyenek

P(A) = 0.5, PB|A)=0.6, P(A UB)=0.8.

(a) Hatdrozza meg az (X, Y) egylittes valosziniiség eloszIasat.
(b) Szamitsa kiaz E(3X2 + 4Y2- 12XY) varhato értéket!

Valasz:
X\Y 0 1
0 0.2 0.3 0.5
1 0.2 0.3 P(A)= 0.5
04 PB)=0.6

E(BX2 +4Y2-12XY) =0.3

Megoldas: A valasz megadasahoz szikkségilink van az (X, Y) valoszinliségi vektorvaltozo
egyiittes eloszlasanak ismeretére. Ez a ko vetkezd adatok meghatarozasat jelenti

X\Y 0 1

0 P(AnB) P(AnB) | P(A)
1 PANB) P(ANB) | P(A)
P(B) P(B) 1




AP(B|A)=0.6 feltételes valésziniiséghél, a P(BNA) = P(B | A)P(A) szorzasi szabaly szerint
kapjuk, hogy P(BnA) = 0.3. AP(A UB)=P(A)+ P(B) - P(BNA) 6sszefliggésbdl kiszamit-
hat6 P(B)! P(B) = 0.6. irjuk be ezeket az adatokat a tablazatunkba:

X\Y 0 1

0 P(ANB) P(ANB) | P(A)

1 P(A N B) 0.3 0.5
P(B) 0.6 1

Ismerve a perem-eloszlasok és az egyuttes eloszlas kapcsolatat, ezen adatok birtokaban telje-
sen ,,rekonstrualhatd” az egydttes eloszlas:

X\Y 0 1
0 0.2 0.3 0.5
1 0.2 0.3 0.5
0.4 0.6 1

A varhatdértek kiszamitasdhoz egy masik tablazatot keészitlink: legyen Z = 3X% +4Y? - 12XY.

(X, Y) Z értéke valosziniség | A szorzatuk
(0, 0) 0 0.2 0
(1, 0) 3 0.2 0.6
0, 1) 4 0.3 1.2
(1, 1) -5 0.3 - 15
az 6sszeguk adja E(Z2)-t: 0.3

5. Feladat: Legyenek A és B tetszéleges események H-ban. Jeldlje X az A esemény, Y pedig
a B esemény karakterisztikus figgvényét. Legyenek

P(B|A) =1/3, P(AUB) =0.6, P(B|A) = 4/7.

Szamitsa kiaz E[cos(;z(ZX2 + YZ))— 8X + SY] varhato értéket.

Valasz:

X\Y 0 1
0 0,3 0,4 0,7
1 0,1 0,2 0,3
0,4 0,6 1

Eloos(z(2x2 + ¥2))-8x +5Y| = 0.4



6. Feladat. Az (X,Y) vektorvaltozordl a kovetkezd informacioink vannak (a tabla belseje az
egyiittes valoszintisé g-eloszlast adja):

X\Y y1=-02 y2=-01 y3=01 yp=02 y5=03
X1 =-0.2 0 0.05 0.05 0 0
X2 = 0.1 0.05 0.05 0.2 0.1 0
x3= 0.2 0.05 0.1 0.1 0.1 0.05
X4= 0.3 0 0 0.05 0 0.05

Szamitsa ki azta 0 < & < 1 értéket, amelyre a D2(AX +(1-A)Y) variancia a lehetd legki-
sebb. Adja is meg ezt a minimalis variancia értéket!

Valasz: xoz%:o.asm és Var(hoX +(L—2o)Y)=0.0115.

Megoldéas: Ismert 6sszefuiggés szerint
Var (WX + (L= ) Y) =A2Var (X) + 2A(L— 1) cov(X, Y) + (L— ) ? var(Y) .
A kérdéses variancia meghatarozasahoz tudnunk kel a Var(X) és Var(Y) varianciakat vala-
mint a cov(X,Y) kovarianciat. Ezek meghatarozasa pedig a ko vetkez6 képletek alapjan torté-
nik:
Var (X) =E(X?) - E?(X), Var(Y)=E(Y?)-E2(Y) és cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Végeredményben az ismert egyiittes eloszlashél az E(X), E(Y), E(X?), E(Y?), E(XY) vérhato
értékeket kell kiszamitani.

Az egyittes eloszlashol kdzvetlenil ezek kdzul csak az E(XY) varhatoértéket tudjuk kiszami-

tani:

E(XY) =D >"xy,p; =

i=1 j=1

= (~0.2)(~0.1)0.05 + (~0.2)(0.1)0.05 + -+~ + (0.3)(0.1)0.05 + (0.3(0.3)0.05 = 0.0135

A tobbi adat kiszamitasahoz szikségunk van a perem-eloszlasok ismeretére is:

X\Y y1=-02 yy=-01 y3=01 y4=02 y5=03 of
x1 =-0.2 0 0.05 0.05 0 0 0.1
xo = 0.1 0.05 0.05 0.2 0.1 0 0.3
x3= 0.2 0.05 0.1 0.1 0.1 0.05 0.4
x4 = 0.3 0 0 0.05 0 0.05 0.1

j 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 1




Ebb61 mar kiszamithatdak a tovabbi varhatoértékek:
4

E(X)= inpi =(-0.2)-0.1+0.1-0.3+0.2:0.4+0.3-0.1=0.13,
i=1

4
E(X?) =) x;p; =(-0.2)*-0.1+0.1% - 0.3+0.2* -0.4+0.3% - 0.1=0.033
i=1

Var (X) = E(X?) - E?(X) =0.033—(0.13)? =0.0161;

5
E(Y)=>y;p;=(-02)-0.1+(-0.1)-02+0.1-0.4+0.2-0.2+0.3-0.1=0.07,
j=L

5

E(Y?)=>yjpj=(-0.2)%-0.1+(-0.1)* -0.2+0.1* - 0.4+ 0.2* - 0.2+ 0.3* - 0.1=0.027 ,
=1

Var(Y)=E(Y?) - E?(Y)=0.27 — (0.07)? =0.0221;

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =0.0135 — (0.13)(0.07) = 0.0044.
Megkaptuk tehat a kérdéses varianciét:
Var(AX+(@—-A)Y)= 0.016102 + 0.00881(1—A) +0.0221(1—- 1) 2
A-nak azt az értékét keressikk, amelyre ez a variancia a legkisebb. Legegyszeriibb eljaras a

derivaltak vizsgalata alapjan adodik. A tovabbi vizsgalathoz célszer(i vagy teljesen, vagy csak
részlegesen polinom alakokat hasznaIni:

f(L) = Var(AX + (1— 1)Y) =0.016112 + 0.0088(L — A2) + 0.0221(1— 2% + 1?)..
Ekkor
f'(A) = 0.0322) + 0.0088 — 0.0176). — 0.0442 + 0.0442). = 0.0558) — 0.0354

és
f"(L) =0.7464 .

f(A) tehat szigoruan konvex fliggvény, egyetlen stacionarius pontja A, :2% =0.6344, amely

tehat globalis minimumhelye a figgvénynek. A minimalis variancia értéke pedig
£(0.6344) =0.0161- (0.6344)2 + 0.0088 - 0.6344 - 0.3656 + 0.0221- 0.36562 = 0.0115
7. Feladat. Az X és Y valosziniségi valtozokrol a kovetkezé ismereteink vannak:
E(X) =-5, E(Y) =12, E(X?) =29, D(Y) = 3 és R(X,Y) = -1/2.

Legyen Z =X + Y. Szamitsa kia D?(2) szorasnégyzetet!



Valasz: D*(Z) = Var(2)=17.
Megoldas: Ismert képlet szerint
Var(X +Y) = Var(X) + 2cov(X, Y) + Var(Y).
Az adatok ismeretében kiszamithatok
Var(X) = E(X?) - E2(X) =4, Var(Y)=9 éscov(X, Y)= R(X, Y)D(X)D(Y) = -3.

Ebbo6l mar adodik a valasz: Var(X+Y) =7.



