8. Geometriai valosziniiségi mezok. A taldlkozasi probléma. Riemann integral kiszamitasa
szimulacioval: a Monte Carlo modszerek alapgondolata.

Geometriai valdsziniiségi mezok:

- TFH egy véletlen jelenség eseményterét (Q2) egy geometriai alakzattal lehet reprezentalni.
Ebbdl kovetkezik, hogy minden A Q-beli esemény is geometriai alakzat.

- Q eseménytér egy geometriai alakzat ami nem megszamlalhat6 ponthalmazhoz rendelt
elemi események halmaza is lehet. (A geometriai alakzat pont ilyen nem megszamlalhato
mennyiségli pontbol 4ll6 ponthalmaz.)

- Feltessziik, hogy az Q eseménytérben annak valdsziniisége, hogy egy véletlen pont az A
részhalmaza Q résztartomanyba essen, aranyos az A tartomany mértékével (hossz, tertilet,
térfogat, stb.) — geometriai valosziniiség

- A val6szinliséget A és Q mértékének hanyadosaval adjuk meg: P(A) = m(A)/m(€2)

- A valdsziniiséget Q2 halmazon egyenletes eloszlasnak nevezziik, ha tetszoleges A
esemény valoszinlisége aranyos az 4ltala jelolt halmaz mértékével

Talalkozasi probléma: Ketten megbeszelik, hogy délutan 5 €s 6 kozott egy megadott helyen

talalkoznak. Aki korabban érkezik az 20 percet var a masikra, majd elmegy. Mennyi a

valdszinlisége a talalkozéasnak, ha mindketten véletlenszertien érkeznek?
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[X-y| < 1/3 — A satirozott rész teriilete 5/9 — ez a
valdszintiség értéke

Monte Carlo médszer a Riemann integral kozelitd értékének meghatarozasara:
- Legyen f(x) a (0,1) intervallumon értelmezett fv, aminek az értéke is 0 és 1 kozott van

ebben a tartoményban. Az |, 01 f(x)dx kozelito értékét igy is meghatarozhatjuk:

o Kéta(0,1) intervallumon egyenletes eloszlasbol szdrmazé mintaelemet
valasztunk. Ezek egy pont koordinatai lesznek.

X1 €s y1 az els6ként valasztott koordinatak

Ha y1 < f(x;) akkor ez az (x1,y1) pont a fv gorbéje alatti tartomanyba esik
Ismételjiik meg az eljarast N-szer

Ha ezek koziil L alkalommal kertilt a gorbe alatti tartomédnyba a valasztott véletlen
pont, akkor L|N relativ gyakorisagaval jo1 kozeliti meg a fenti integral értékét, ha
N kelléen nagy

A Monte Carlo elv: Szemléletesen azt jelenti, hogy a bonyolult kifejezések kiértékelésénél
adott esetben iddigényes €s pontatlan numerikus kozelitések helyett egy olyan egyszer,
valoszinliségi valtozot keresiink, melynek varhato értéke éppen a keresett kifejezés.
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A Monte Carlé médszer (a szimulicid) alapgondolata

1
Feladat: Szamitsuk ki az [e™ dx integralt.
0

Nehézség: Az integrandusznak van ugyan primitiv fiiggvénye, de nem adhaté meg elemi
fiiggvények segitségével, kivetkezésképpen a Newton-Leibniz képletet nem tudjuk segitségiil
hivni.

Szimuldcié: Konstrualjuk meg a kovetkezo kisérletet: , kérjiink” egy véletlenszam generator-
0l két 0 és 1 kozé es véletlen szamot, eldszor egy X, azutan egy y értéket. A véletlenszam
generator egyenletesen adogatja ezeket a szamokat. A kisérlet eredménye egy (X,y) szam par,
ahol 0 < x < 1,¢és 0 <y < 1. A kisérletnek annyi lehetséges kimenetele van, ahany ilyen
szampar létezik. Ezeket a szamparokat felfoghatjuk, mint egy egységnégyzet pontjai. Ez az
egységnégyzet reprezentdlja a fent leirt, mesterségesen eldidézett (szimulalt) véletlen tomeg-
jelenség eseményterét.
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Jelentse A azt az eseményt, amely akkor kovetkezik be, ha y <e™ . A tekintett szimulalt

véletlen tomegjelenséget olyan geometriai modellel irhatjuk le, ahol a P(A) = At(A) aranyos-
sagi feltételt elfogadhatjuk ,,valdsagosnak”. Ebbol adodik a ,,szokasos” képlet:
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ahol t a teriiletet jelenti, Q pedig az eseményteret. Mivel ebben a modellben t(Q2) = 1, ezért itt
és most P(A) = t(A). De a t(A) nem mas, mint a széban forg6 integral!

1
t(A) = Ie'xzdx.
0

1
De az elmondottak szerint az is igaz, hogy je"‘ dx = P(A).
0

Ez az osszefuggés az alapja a kovetkezo szamitogépes technikanak: a mesterségesen meg-
konstrualt véletlen tomegjelenség nagyon sok alkalommal valé megismétlése segitségével
relativ gyakorisagot szamolunk, pontosabban az A esemény bekovetkezésének relativ gyako-
risagat, melyet jeloljiink a ,,;szokdsos” mddon k/n-nel. A nagy szamok Bernoulli féle torvé-
nyébol tudjuk (lasd késobb), hogy nagy n esetén ezek a relativ gyakorisag értékek nagyon jol
kozelitik a valdszinliséget, azaz
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[e™ dx=P@A)~ =.
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A szoban forgo integral ,,meglehetdsen pontos” kozelitd értékét meghatarozhatjuk tehat egy
mesterségesen konstrualt véletlen tomegjelenség sokszori megismétlése révén.



