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Fisher-informacio és dtparaméterezés. Tegylk fel, hogy a T paramétertér nyilt, 6sszefliiggd
részhalmaza a p dimenzids euklideszi térnek, és az X minta fy(x) stiriségfiiggvénye (t a paraméter)
mm. x esetén differencialhaté t-ben. Legyen S a q dimenzids tér nyilt részhalmaza ésh:S—T

differencialhat6 injektiv leképezés (ekkor persze q < p), jeldlje h derivaltjat H. Tekintsiik a P ' = {Py) :
s eleme S-nek} részcsaladot, legyen P egy mérték P '-bdl: P = Py = Py). Jeloljiik a P-bol vett minta
Fisher-informaciojat t-re ill. s-re I(t) ill. 1(s). Ekkor

1(s) = H(S)" 1(h(s) ) H(S).
Megjegyzés: Ha P-re teljesiil (R), h folytonosan differencialhato és H teljes rangli minden t-re,
akkor P '-re is teljesiil (R).

Pontbecslések. Legyeng: T — R, és a T k-dimenzios statisztika a g(t) egy becslése. Ekkor

o T torzitasa : br(t) = E(T) - g(t), T torzitatlan, ha a torzitasa minden t-re 0, azaz a varhaté értéke éppen a
becsiilendd mennyiség.

e Legyen W : R*x T —?R (vagy R¥) veszteségfiiggvény, azaz W(T, t) a déntésiink nyoman tamadt
veszteség, ha t az igazi paraméterérték és g(t)-t T-vel becsiiljiik. Fel szoktak tenni, hogy W nemnegativ
(ill. pozitiv szemidefinit), W(g(t), t) = 0, és W elsd valtozojaban konvex. Gyakran W(t) =h( T - g(t) )
alak(.. Négyzetes veszteségfiiggvényrol akkor beszéliink, ha vagy h(x) = | x |, vagy pedig h(x) = xx (az
elobbi nem mads, mint az utdobbi nyoma, azaz trace-e). Ez valéban konvex, mert tetszdleges 0 <a < 1
esetén

a h(x) + (1-a) h(y) - h(ax + (1-a)y) = a(1-a) h(x-y),

ami pozitiv szemidefinit. Mi a tovabbiakban mindig a négyzetes veszteségfliiggvényt hasznaljuk.

A W veszteségfiiggvény mellett a T becslés Ry(t) rizikdfiiggvénye a veszteség varhatod értéke (mint a t
paraméter fiiggvénye). Specialisan a négyzetes riziké: Ry(t) = Vary(T) + br(t)br(t)". Torzitatlan
becslések négyzetes rizikoja tehat a kovarianciamatrixuk (szérasnégyzetiik).

A paraméter g(t) fiiggvényének két becslése, Ty és T, koziil T, (egyenletesen) jobb (azaz nem
rosszabb), mint T,, ha T, rizikofiiggvénye sehol sem nagyobb, mint T»-é (matrixok esetén a megfeleld
kiilonbségnek kell pozitiv szemidefinitnek lennie).
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e Egy D becslésosztalyban T megengedheto (admisszibilis), ha nincs olyan becslés D-ben, amely
hatarozottan jobb nala (jobb, és a két rizikofiiggvény nem mindeniitt egyezik meg). T optimdlis, ha
minden mas D-beli becslésnél jobb.Ha D a torzitatlan becslések osztalya és négyzetes
veszteségfiiggvényt hasznalunk, "jobb" helyett "hatasosabb", "optimalis" helyett "hatasos (efficiens)" a
szOhasznalat.

e D-ben T minimax becslés, ha minimalizélja a rizikofiiggvény supremumat (ehhez persze a skalar értéka
veszteségfiiggvényt hasznaljuk).

Allitas

Az optimalis becslés (ha 1étezik), megengedhetd és minimax. Ha D konvex, akkor az opimalis becslés (ha
létezik) egyértelmi (persze P-mm.).

e Legyen a paraméter g(t) fliggvényének az n elem mintabol kiszamolt becslése Tp. A ( T, ) sorozat
konzisztens, ha minden t esetén T,, —* g(t) sztochasztikusan, ill. erésen konzisztens, ha minden t esetén
T, — g(t) Permm. Vilagos, hogy ha a T,-hez tartozé R, rizikéfiiggvény-sorozat pontonként 0-hoz tart,
akkor ( T, ) konzisztens.

Tétel (Cramér-Rao egyenlStlenség)

Tegylik fel, hogy a statisztikai mezore teljesiil (R). Legyen T lokalisan korlatos L,-normaju torzitatlan becslése a
paraméter g(t) fiiggvényének (Tudjuk, hogy ekkor g folytonosan differencialhato; jelolje G(t) = dg(t)/dt.) Ekkor

Var(T)Z G 160" .

Specialisan, ha T skalar értékd és p = 1, akkor DZ(T) = [g'(O 7 1(1).

A jobb oldalon 4ll6 kifejezés neve informdcios hatdr. Bar, mint lattuk, a Fisher-informacioé nem, de az
informacios hatar mar invarians az atparaméterezésre.

Ha T, a g(t)-nek az n elemi mintabdl kiszamolt torzitatlan becslése, akkor a rd vonatkozo informacios hatar
nt G(t) 1.()*'G(1)T,

vagyis regularis esetben a torzitatlan becslés szorasnégyzete legfeljebb 1/n nagysagrendben tarthat 0-hoz.
Cramér-Rao egyenlitlenség torzitott esetben: Legyen T a differencialhato g(t) fiiggvény tetszdleges becslése.
(llyenkor a b(t) torzitas is differencialhato, jelolje G(t) = dg(t)/dt, B(t) = db(t)/dt.) Ekkor

Re() 2 [G(t) + BOT 1(0[G() + BOI + bHb(®)"

Ennek segitségével megmutattuk, hogy indikatormintabol a relativ gyakorisag megengedhetd becslése a
valdszintiségnek az 6sszes becslés kozott.



