Mutatunk példat a (4.7)-ben definialt fliggvényre is. Amikor egy radioaktiv anyag 7,

felezési idejét keressiik, kiilonbozé T, T», ..., T, idépontokban mériink beiitésszamo-
kat, amelyek varhat6 értékét az
fi(a)= fi(ar,ay) = ae™" (4.10)
figgvénnyel irhatjuk le, ahol a keresett felezési idot a
In2
Ty =—
a

Osszefiiggésbol hatarozhatjuk meg. Ha (4.10)-et (4.9)-be helyettesitjiik, kapjuk a
(T, &5 T, &5 ..y T,y &) statisztikal minta likelihood-fiiggvényét (azzal a feltételezés-
sel, hogy a T, T, ..., T, iddpontok nem valdszinliségi valtozok).

Minden, amit a keresett paraméterekrdl tudunk, az a & minta és a likelihood-
figgvény alakja. Ebbdl kell a keresett paramétereket a lehetd legpontosabban megha-
tarozni. Azt a célt tlizziikk ki magunk elé, hogy megkeressiik a szamunkra legkedve-
z6bb (4.3) becslési eljarast, amin azt értjiik, hogy a becsiilt paraméterek szordsa le-
gyen a leheto legkisebb.

Mind (4.8), mind (4.9) esetében feltettiik, hogy a statisztikai minta elemei egymas-
tol fiiggetlenek. Ezeknél bonyolultabb alaku likelihood-fiiggvényekre jutunk, ha ezt a
feltevést elejtjiik. A levezetendd Cramér-Rao egyenldtlenség azonban ezekben az ese-
tekben is igaz marad. A dolog lényegének a megértését megkonnyiti, ha eldszor azt az
esetet tekintjiik, amikor csak egyetlen paramétert kell becsiilnlink. A tobb paraméter
esetére csak ezt kovetden tériink 4t.

Egyetlen paraméter becslése. A Cramér-Rao egyenlétlenség

Tegylik fel, hogy a PT; vektor komponensei diszkrét valoszintiségi valtozok. (Foly-
tonos eloszlas esetében a szumma helyett integral all. Egyébként az alabbi levezetések
azonosak.) Legyen adva egy #( & ) forzitatlan becslési eljaras, tehat

5] s o
k=1
A folytonos valtozok esetére valo altalanosithatdsag py helyett kedvéért itt a
Pr = L(Xk ,a)
jelolést hasznaljuk, ami annak a valoszinliségét adja meg, hogy &= x;. Erre az elosz-

lasra (3.11a) szerint fennall:

S L(xg.a)=1. (4.12)

k=1

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy mindkét 6sszegzésbdl kihagy-
tuk azokat a tagokat, amelyekre L(xz, @) =0. A (4.11) altal kifejezett torzitatlansag
fontos megszoritas, kovetkezményeire még visszatériink. Feltessziik tovabba, hogy az
0sszegzés (folytonos valtozo esetében az integralds) és az a szerint valo differencialés
felcserélhetd, tovabba hogy a-tol fliggetlen azoknak az x;-értékeknek a halmaza, ame-
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lyekre L(x, a) # 0. Ha e feltételek teljesiilnek, azt mondjuk, hogy a becslési probléma
regularis. Ekkor egyszertien derivalhatjuk (4.12)-t és (4.11)-et a szerint:

o aL(xk,a):O (4.13a)
part oa
és
> oL(x, ,a
Zf(xk)%=1~ (4.13b)

Az el6bbi egyenletet beszorozzuk a-val, majd az eredményt kivonjuk az utdbbi egyen-
letbdl:

6L(xk,a)

- g[r(xk)—a]T -

k=1

Mol e s

Az itt szerepld (t(é)— a) tényezd varhatd értéke a torzitatlansag miatt zérus [vo.

(4.11)]. A masik tényezé varhato értéke szintén 0 [vo. (4.13a)].% (4.14) szerint tehat a
két valosziniiségi valtozé kovariancidja 1-gyel egyenld. Alkalmazzuk a Schwarz-féle
egyenldtlenséget [vO. (3.22)]:

| aLfga)
L(E;,a) Oa
A tovabbi képletekben #(...) és L(...,...) argumentuma ugyanaz, mint itt, igy az egysze-

ribb irdsmod kedvéért a tovabbiakban elhagyjuk, de mindig beleértjiik a képletekbe.
Konnyen belathato, hogy

Dz[t(?;)—a]-l)z >1, (4.15)

o*InL 0 (1 8Lj

a(1a _(1 asz 1%L
Oa? oa\ L Oa

—_ | =,
L Oa L aaz

tovabba, hogy a jobb oldal mésodik tagjanak a varhatd értéke zérus [vo. (4.13a)]. Ez-

zel
2 2
Dz(la_Lj -M (l@_L) - M[_8 lnL] .
L oa L Oa oa’

(4.15) szerint azt kaptuk tehat, hogy a becslés szorasa alulrol korlatos:

¥ A t(g) és L(E,a) mennyiségek azért valdsziniliségi valtozok, mert a E valoszinliségi valtozotol
fiiggnek. Ebben az értelemben beszélhetiink varhato értékiikrdl, szorasukrol, kovariancidjukrol stb.
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Dz(t—a):DZ(t)Z

1

P inL : (4.16)
o

oa

Ez a Cramér-Rao egyenldtlenség szokasos felirasa. Nagy jelent0sége van az isme-
retlen paraméterek becslése szempontjabol. Kimondjuk tétel formajaban is:

4.1. TETEL. A becsiilt érték szorasa — a torzitatlan becslések korében — alulrdl korlatos.
Az also korlatot (4.16) adja meg.

Erre val6 tekintettel (4.16) jobb oldalanak a nevezdjében all6 mennyiséget Fisher-féle
informdcionak nevezziik.*’

Abban az esetben, amikor a becslés torzitott, egyenlétlenségiink modosul. A fenti
levezetést megismételve’' (4.16) helyett a

, 2
D%t)ZM (4.17)
( 0 lnL]
M| —
da’

korlatot kapjuk, ahol 5(a) a becslés torzitasa [v0. (4.4a)]. A torzitastol fliggden tehat
az als6 korlat modosul. A &'(a)=—1 sz¢&ls6 esetben az also korlat akér el is tiinhet.

Erre trivialis példa a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy a keresett paraméter a felezési 1do,
¢és a kovetkezo ,,becslést” alkalmazzuk: @ = 30 s. Tekintve, hogy ez konstans, szorasa

zérus. Nézzlik meg, mit kapunk (4.17) szerint. A becslés torzitasa ekkor

S(a)=30s-a,

amibol
5’(61) =-1,

vagyis az also korlat (4.17) szerint szintén eltlinik. Fenti eredményiink tehat érvény-
ben marad. Ezt a sz¢élsdséges példat a torzitatlansagi feltétel fontossaganak az illuszt-
ralasara mutattuk be: a tetszolegesen torzitott becslések korében akarmilyen kis szora-
sok elképzelhetdk, de ezek mint becslési eljarasok altaldban érdektelenek. A gyakor-
latban csak a torzitatlan vagy csak elfogadhatoan kis mértékben torzitott becslések
jonnek szoba. Ezekre pedig a (4.17) egyenldtlenség nem-zérus alsé korlatot jelent.

A maximalis valésziniiség (maximum likelihood) médszere

E kis kitéré utan térjiink vissza a torzitatlan becslésekhez. Mikor van (4.16)-ban
egyenldség? Amikor ez fennall, becslési eljarasunkkal elértiik a lehetd legkisebb szo-
rast, vagyis becslésiink hatékony (efficiens). A (3.22) Schwarz-féle egyenldtlenség
akkor egyenldség, amikor a benne szerepld valosziniliségi valtozok egymasnak lineéris
fliggvényei, vagyis esetiinkben fennall a

@lngf’a) = K(a)t(€)-a) (4.18)

30 Nem tévesztendd Sssze a Shannon-féle informacioval.
3! Ajanljuk az Olvasénak, hogy — gyakorlasképpen — végezze el a modositott levezetést.
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