Algebrai struktarak

Csoportok

Definicié 1 (Csoport) Legyen G # 0 halmaz egy - mivelettel, amely az aldbbi tulajdonsdgi:
1. asszociativ, azazVa,b,c€ G:(a-b)-c=a-(b-c)
2. létezik egységelem, azaz 3e € G,VNa e G:a-e=c¢-a=a
-1 -1

3. minden elemnek létezik inverze, azazVa € Ga~ ' :a-a ' =a"'-a=ce

Ekkor a (G,-) algebrai struktirdt csoportnak nevezziik.
Ha csak az asszociativitds teljestl, akkor (G,-)-t félcsoportnak nevezziik. Megj: Itt a - jel nem feltétlenil a
szdmokndal megszokott szorzdst jelenti, hanem tetszdleges eqyéb maivelet is lehet.

Példék:
e (Z,4),(Q,4),(R,4),(C,+) csoport, az egységelem mindegyik esetben a 0, az inverz pedig az ellentett.
e Mod m maradékosztélyok az Osszeadasra, az egységelem a 0 maradékosztély.

Tetsz6leges vektortér az Osszeadésra, az egységelem a nullvektor.

(Z\ {0},-),(Q\ {0},), (R\ {0},-), (C\ {0}, ") csoport, az egységelem mindegyik esetben az 1, az inverz
pedig a reciprok.

e Az n X n-es nem szinguléris (nem nulla determindnst) matrixok a méatrixszorzéasra csoport. Egységelem
az egységmatrix, inverz elem a matrix inverze.

Definicié 2 (Abel csoport) Ha a (G,-) csoportban a - mivelet kommutativ (azaz Va,b € G : a-b = b a),
akkor a (G,-) csoportot kommutativ csoportnak, mds néven Abel csoportnak nevezzik.

Példak: A fenti példak az utolso kivételével (nem szingularis méatrixok a szorzasra) Abel csoportok.

Definicié 3 (Hatvdnyozds csoportban) Legyen (G,-) egy csoport, e a csoport egységeleme.

Tétel 1 (Hatvanyozds tulajdonsdgat)

Minden csoportban igaz:
n m n+m

a -a -=a
(an)m :anm

Abel csoportokban igaz:
(@a-b)" =a"-b"

Definicié 4 (Gyirid) Legyen R # 0 halmaz, + és - miveletekkel. Az (R,+,-) algebrai struktirdt gyidrinek
nevezziik, ha

1. (R,+) Abel csoport (a gyird additiv csoportja)

2. (R,-) félcsoport (a gydrd multiplikativ félcsoportja)

3. A - mdvelet disztributiv a +-ra nézve.

Példa: n x n-es matrixok a matrixdsszeadasra és a méatrixszorzasra gytrd.



Definicié 5 (Test) Legyen T # ) halmaz, + és - miveletekkel. A (T,+,-) algebrai struktirdt testnek nevezziik,
ha

1. (T,4) Abel csoport
2. (T'\ {0},-) Abel csoport
3. A - mdavelet disztributiv a +-ra nézve.

Példa: (Q7 +7 ')7 (Ry +a ')a ((C7 +> ) testek.

Definicié 6 (Elem rendje) Legyen (G,-) csoport, e az egységeleme. Az a € G elem rendje az a legkisebb
pozitiv k egész, melyre a* = e. Ha ilyen nincs, akkor azt mondjuk, hogy a rendje végtelen. Jelélés: o(a) = k ill.
o(a) = oc.

Megj: Ha o(a) = k, akkor a-nak éppen k darab kilonbozd hatvdinya van.

Definicié 7 (Ciklikus csoport) A (G,-) csoport ciklikus, ha G egyetlen elem (4sszes) hatvinydbdl dll. Azaz
Jg € G:Va € GIk € N,a = g*. Ekkor G elemeit g generdlja. Jelslés: G = (g).

Tétel 2 (Specidlis Lagrange tétel) Véges csoportban az elem rendje osztdja a csoport rendjének (elemszd-
mdnak). Azaz, ha |G| = n, akkor Va € G : o(a)|n. Ez éppen azt jelenti, hogy Va € G : al®l = e.

Definicié 8 (Részcsoport) Legyen (G,-), H C G. A (H,-) részesoportja (G,-)-nek, ha maga is csoport a
G-beli midveletre nézve. Jelolés: H < G.

Peldaul: (Q,+) < (R, +).

Tétel 3 (Lagrange tétel) Véges csoport barmely részcsoportjiinak rendje osztdja a csoport rendjének.
Azaz: Ha G véges, |G| =n, H <G, |H| =k, akkor kn.

Definicié 9 (Mellékosztdlyok)

G csoport, H részcsoport, g € G.

A g-nek a H szerinti baloldali mellékosztdilya: gH := {g-h,h € H}
A g-nek a H szerinti jobboldali mellékosztdlya: Hg := {h-g,h € H}

Megj: Két elemhez tartoz6 adott részcsoport szerinti mellékosztaly vagy egyenld vagy diszjunkt.

Definicié 10 (Részcsoport indexe) Legyen H < G. H szerinti baloldali mellékosztilyok szama H indeze
G-ben. Jelolés: |G : H]
(Lehetne jobboldalival is definidlni, ugyanaz az index addédik.)

Tétel 4 (Lagrange tétel (a mdsik ilyen nevi tétel pontositdsa)) Ha G véges, |G| =n, H < G, akkor

- 16l
@ H) =

Tétel 5 (Normdloszto) Legyen N < G. Ha Va : aN = Na, akkor N-et normdloszténak (normdlis részcso-
portnak) nevezzik. Jelolés: N < G

Megj: Abel csoportban minden részcsoport normaloszto.
Ha [G: H] =2, akkor H <1 G.

Tétel 6 (Normdloszté (és csak az) zdrt a konjugdltra) Legyen H < G.
H<G<VYgeGhecH:g' h-geH

ahol g~ ' - h-g-t a h g szerinti konjugdltjidinak nevezziik.



Tétel 7 (Faktorcsoport) Legyen N < G. Az N szerinti (baloldali) mellékosztdlyok csoportot alkotnak az
aN ¢ bN := abN miveletre nézve. Ezt a G csoport N szerinti faktorcsoportjdnak nevezzik. Jelolés: G/N

Megj: Ha G véges, akkor
_ lal

Definicié 11 ((Csoport)morfizmus (vagy homomorfizmus)) Ha (G1,x), (G2,°) csoportok, akkor a ¢ : G; —
G2 leképezést (csoport)morfizmusnak nevezzik, ha az mivelettarts. AzazVa,b € Gy : p(axb) = ¢(a)op(b). Ha
o bijektiv, akkor (csoport)izomorfizmusnak nevezziik.

Két csoportot izomorfnak neveziink, ha létezik kéztik izomorfizmus. Ennek jelolése: G1 = Gs.

Definicié 12 (Morfizmus képtere és magtere) Legyen ¢ : Gy — G morfizmus.
Képtér: Imyp :={v € G2 : Ju € G1,9(u) = v}
Magtér: Keryp :={z € G1: ¢(z) = ea}, ahol ea a Go egységeleme.

Tétel 8 Legyen ¢ : G1 — Go morfizmus. Ekkor Kerp < G.
Tétel 9 (Homomorfia tétel) Legyen ¢ : Gy — G2 morfizmus. Ekkor G1/Kerp = Imp.

Definicié 13 (Permutdcid) Legyen H # () véges halmaz. A bijektiv o : H — H leképezéseket a H permutd-
cioknak nevezzik. (A H elemeinek egy rendezését adjik.)

Definicié 14 (Szimmetrikus csoport) Legyen H # () véges halmaz, |H| = n. A H permutdcidi csoportot
alkotnak a kompozicidra, mint miveletre. Ezt a csoportot n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezzik. Jeldlés:
S

Az S, részcsoportjait permutdcidcsoportoknak nevezzik.

Megj: |S,| = n!

Tétel 10 (Cayley tétel)

Minden véges csoport lényegében permutdciocsoport.

Pontosabban: Ha |G| = n, akkor van S,-nek olyan H részcsoportja, melyre G = H.

Halok

Definicié 15 (Hdalo - algebrai struktiraként definidlva) Legyen A # 0 halmaz, U és N miveletekkel. Az
(A,U,N) algebrai struktirdt hdlonak nevezzik, ha Ya,b,c € A esetén

1. aUb=0bUa, anb=>bNa (kommutativitds)
2. (aUb)Uc=aU((bUc), (anb)nc=an(bnc) (asszociativitds)

3. an(aUb)=a, aU(anb)=a (elnyelési azonossigok)

Definicié 16 (Hdlo - részbenrendezett halmazokkal definidlva) Az A részbenrendezett halmazt hdlonak
nevezzik, ha A birmely kételemid részhalmazdnak létezik legkisebb felsd korldtja és legnagyobb alsé korldtja.

Példak: Csoport részcsoportjai a halmazelméleti tartalmazésra, mint részbenrendezésre nézve halot alkotnak.
Gyiird részgytirti a halmazelméleti tartalmazasra, mint részbenrendezésre nézve halot alkotnak.

Vektortér alterei a halmazelméleti tartalmazasra, mint részbenrendezésre nézve halét alkotnak.

A természetes szamok halmazan két szamhoz hozzarendelve azok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozos
tObbszordsét két olyan miveletet definidlunk, amelyekkel egyiitt a természetes szdmok hamaza hélét alkot.

Definicié 17 (Disztributiv hdlé) Olyan hdlé, amely teljesiti a disztributivitdsi szabdlyokat. Ezek alakja:
aU((bne)=(aUb)N(aUc)

an®uUc)=(anb)U(anc)



Definicié 18 (Moduldris hdld) Olyan hdls, amely teljesiti a moduldris szabdlyt. Ennek alakja:

a<c=aU((bNc)=(aUb)Nc



