Vektortér, dimenzid, linearis leképezések, bilinearis fiiggvények
Definicié 1 (Vektortér) Legyen T test. AV # 0 halmazt a T test feletti vektortérnek nevezziik, ha
e a V halmazon értelmezve van egy 0sszeadds nevi mivelet, amelyre a V zdrt, azaz

Vu,v eV u4+vevV

e az dsszeadds asszociativ, azaz

Vu,v,weV (u+v)+w=u+ (v+w)

e az dsszeadds kommutativ, azaz
Vu,veV utv=v+u

o [étezik nullelem, azaz van olyan 0 € V, hogy

o minden elemnek létezik ellentettje, azaz barmely uw € V-hez 3 —u € V amelyre
u+t(—u)=(-u)+u=0

o ¢rtelmezve van eqy T x V. — V midvelet, a skaldrral valo szorzds, amelyre V' zdrt, azaz

VAeT,ueV dueV

o Barmely \,u € T ésu €V esetén
(A4 pwu = Au+ pu

e Barmely N € T és u,v € V esetén
AMu+v)=Au+ v

o Barmely \,u € T ésu €V esetén
(A)u = A(pu)

o Bdarmely u € V esetén, ha 1 a T test eqységeleme a szorzdsra nézve, akkor

lu=u

AV halmaz elemeit ekkor vektoroknak, a T test elemeit pedig skaldroknak nevezzik.
Példak:
e Az origon atmend sikok illetve a tér vektorai a valos szamok teste feletti vektortér. (A vektorokat az
origobol inditjuk.)

o T* a T test felett vektortér, ha a miveleteket komponensenként végezziik. Ennek specialis esetei az el6z6
peéldak. (R? ill. R3)

e Az [a,b]-n értelmezett valos fiiggvények, az [a, b]-n integralhato fiiggvények a szokdsos miiveletekre a valos
szamtest feletti vektortér.

Definicio 2 (Altér) Legyen V egy T test feletti vektortér. A W C V halmazt a V vektortér alterének nevezziik,
ha W maga is vektortér a T felett a V -beli miveletekre. Jelglés W <V

Tétel 1 (Altér sziikséges és elégséges feltétele) Legyen V egy T test feletti vektortér. A W C V' halmaz
akkor és csak akkor altér, ha zdrt az osszeaddsra és a skaldrszorosra. AzazVu,v € W :u+v € W és Vu €
WAeT : dueW.



Példék:
e V és {0} alterek V-ben. Ezek az ugynevezett trividlis alterek.

e Az origbn atmend sik alterei az origon dtmend, adott sikbeli egyenesek. A tér alterei az origon atmend
sikok.

e Az [a,b]-n integralhato fiiggvények alteret alkotnak az [a, b]-n értelmezett valos fliggvények terében.

Definicié 3 (Linedris kombindcio) Legyen V a T test feletti vektortér, ay,ay,...,a, € V. Az ay,a4,...,4q;
vektorok linedris kombindcidja:

k
A1a; + Aoas + -+ Agay, = Z)\Zgi N eT
i=1
Definicié 4 (Generdtorrendszer) Legyen V o T test feletti vektortér. Az a,,as,...,a; € V vektorrendszert
V -beli generdtorrendszernek nevezziik, ha V minden eleme felirhatd az a;,a,,...,a; vektorok linedris kombind-

cidjaként.

Definicié 5 (Linedris fiiggetlenség) Legyen V a T test feletti vektortér. Az aq,as,...,a;, € V vektorokat
linedrisan fiiggetlen vektoroknak mevezzik, ha csak a csupa nulla egyiitthatokkal felirt linedris kombindcidjuk
dllitja elé V nullvektordt. Azaz Zle g, =0= X\, =0Vi=1,...,k.

Definicié 6 (Bdzis, dimenzid) Legyen V a T test feletti vektortér. Az aq,aq,...,a;, € V vektorokat a V
vektortér bazisanak nevezzik, a generdtorrendszert alkotnak és linedrisan fiiggetlenek.

A bdzis elemszdmdt a vektortér dimenzidjanak nevezzik. (Ugyanis minden bdzis elemszima ugyanaz!) Jeldlés:
dimV

Megj: A bézis maximalis fiiggetlen rendszer és minimalis generatorrendszer.

A vektortér Osszes vektora egyértelmten irhaté fel a bazis elemeinek linedris kombinacidjaként. Ekkor a linearis
kombinacio egyiitthatéit (A;-ket) a vektor koordinatainak nevezziik az adott béazisban.

Ha W <V, akkor dimW < dimV.

Példa: A szokasos i, j, k bazis R3-ben. dimR3 = 3.

Definicié 7 (Linedris leképezés, izomorfizmus) Legyenek Vi,V ugyanazon T test feletti vektorterek. Az
A Vi — V4 fiigguényt (leképezést) linedris leképezésnek nevezzik, ha mivelettarto. Azaz

Vuy,u, € Vi Aluy +up) = Auy + Auy

VYue Vi, heT: A(u) = MAu)

Ha A bijekcio, akkor a leképezést izomorfizmusnak nevezzik. Ha létezik Vi — Vo bijekcid, akkor azt mondjuk,
hogy V1 és Va izomorf vektorterek. Jeldlés: Vi =V,

Példak: R2-ben tiikrozés origdén dtmend egyenesre, merdleges vetités origén dtmend egyenesre, forgatas az origd
koriil.

Megj: A linearis leképezéseket méatrixszal reprezentalhatjuk. A reprezentalé matrix fiigg a két vektortérben
valasztott bazistol. Pl. az A : Vi — Vo (dimVy = n,dimV,y = m) leképezéshez Vi és Vo adott béazisa mellett
egyértelmien létezik A € T™*™ matrix, hogy a leképezés Au = v alakban irhato fel.

Definici6é 8 (Linedris leképezés képtere és magtere) Legyen A : Vi — Vs linedris leképezés.
Képtér: ImA:={v e Vy:Ju e Vi, Au = v}
Magtér: Ker A :={u €V : Au = 0}, ahol 0 a V, nullvektora.

Megj: ImA altér Vo-ben, KerA altér Vi-ben.



Tétel 2 (Dimenzio tétel) Legyen A : Vi — Vs linedris leképezés, dimVy véges. Ekkor
dim(ImA) + dim(KerA) = dimV}

Definicié 9 (Bilinedris fiiggvények) Legyen V wvektortér R felett. Az A : V x V. — R leképezést (valds)
bilinedris fiigguénynek nevezziik, ha mindkét valtozojaban linedris. Azaz Vu,v,w € V, X € R esetén

Példa: Az egyik legfontosabb bilinearis fliggvény a skaldris szorzat. Ha V = R™, akkor uw,v € V esetén
A(u,v) = (u,v) == >, w;v;, ahol u;, v; a vektorok koordinétéit jelentik egy adott bazisban.

Tétel 3 (Bilinedris fiiggvények mdtrix reprezentdcidja) Rigzitett bazis mellett bijekcio dll fenn a V-n
értelmezett bilinedris fiigguények és az n X n-es (valds) mdtrizok kozott. Ha w, illetve v koordindtdi az adott
bdzisban uy, ..., u,, illetve vy,...,v,, akkor

n
A(u,v) = Z 0 U;Vj
i,j=1
Madtrizos alakban (az A bilinedris figgvényhez A := a;; mdtriz):
A(u,v) =u" Av
Példa: A skalaris szorzat, mint bilinearis fiiggvény méatrixa az egységmétrix.

Definici6é 10 (Szimmetrikus bilinedris fiiggvények) Az A : V x V — R bilinedris fiigguény szimmetrikus,
ha Yu,v € V esetén
A(u,v) = Ay, u)

Tétel 4 Ha A : V x V — R szimmetrikus bilinedris figgvény, akkor létezik olyan bdzis V-ben, melyben A
mdtriza diagondlis.

Definicié 11 (Ortogonalitds) Legyen A : V x V — R szimmetrikus bilinedris figguény. Az u,v € V vektorok
A-ortogondlisak, ha A(u,v) = 0.

Definicié 12 (Euklideszi tér) A skaldris szorzattal elldtott vektorteret Euklideszi térnek nevezzik.



