Linearis egyenletrendszerek (LER) megoldasa

(lasd még a 20. tételnél)

Definicié 1 (Linedris egyenletrendszer)
Legyen A € RY*N qadott egyiitthatomdtriz, x € RY ismeretlen vektor, b € RN adott vektor. Ezekkel mdtriz
alakban felirt linedris egyenletrendszer:

Az =b
Direkt médszerek
Tétel 1 (Cramer szabdly)
Ha det A # 0, akkor
det Ak
= k=1,....,N
T det A o

ahol az Ay matrizot ugy kapjuk, hogy az A mdtriz k-adik oszlopdt b-re cserélyik.

Tétel 2 (Homogén LER-nek mikor van nem trividlis megolddsa)
Az Az = 0-nak akkor és csak akkor létezik x # 0 megolddsa, ha det A = 0.

Tétel 3 (Inhomogén LER-nek mikor van egyértelmi megolddsa)
Az Az = b-nek akkor és csak akkor létezik egyértelmid megolddsa, ha det A # 0.

Definicié 2 (Direkt modszer LER megolddsdra)
Pontos adatokat feltételezve, a szdmitdsokat pontosan elvégezve, véges sok lépésben a pontos eredmény meghatd-
rozhato a bemend A és b adatokbdl.

Gauss eliminacié, Gauss-Jordan eliminacio

Az Az = b megoldasi modszere elsGsorban det A # 0, b # 0 (egyértelmd megoldas) mellett.

Az Alb € RVX(N+1) kiegészitett matrixon végziink sormiiveleteket, mig nem alakul ki fels§ triangularis matrix.
Abbol a megoldasok visszahelyettesitéssel konnyen leolvashatok. (S6t egyértelmd megoldas létezése esetén
elérhetd, hogy az A maétrix helyén az egységmatrix legyen és ekkor a megoldasok egyszeriien leolvashatok a
kiegészitett méatrix utolsé oszlopabol. Ezt nevezziikk Gauss-Jordan eliminédciénak. A Gauss-Jordan eliminéci6
tehat a Gauss eliminacié tovabbfejlesztése azaltal, hogy a fels§ haromszogmatrixot tovabb alakitjuk diagonalis
matrixa.) Megengedett sormiveletek:

e Két sor cseréje
e Egy sor szorzésa tetszéleges, nem nulla szdmmal
e Egy sorhoz egy maésik sor nem nulla szdmszorosanak hozzaadasa

A Gauss eliminaci6 miveletigénye %N 3_es. A Gauss-Jordan miiveletigénye %N 3_es.

LU felbontas (Triangularis felbontas)

Legyen Ax = b, det A # 0. Bontsuk fel az A matrixot két hdromszogméatrix szorzatéara:
A=L-U

ahol L egy als6 haromszogmaétrix (f6atloban csupa l-esekkel), U pedig egy fels6 haromszégmatrix. Ekkor
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Igy L és U ismeretében egymas utén két LER-t kell megoldani. Elgszor:
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A {6 feladat L és U kiszamitésa. Az erre vonatkozo Osszefiiggések az A = L - U matrixszorzasbol felirhatok.

Tétel 4 (LU felbontds egyértelmisége)
Ha det A # 0 és létezik LU felbontds, akkor az LU felbontds egqyértelmi.

Az LU felbontéasos megoldéas miiveletigénye %N:S—es. Ebbdl az LU felbontésé %N3—es.

QR felbontas

Bontsuk fel az Az = b egyenletrendszer A matrixat egy @) ortogonélis matrix és egy R felsé haromszégmaétrix
szorzatara: A = Q- R. (Q-t ortogonélisnak nevezziik, ha Q~! = Q7). Ekkor Az = b helyett az
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egyenletrendszereket oldjuk meg.

Linearis legkisebb négyzetek mddszere (linearis regresszio)
Adottak x1, o, ..., z, alappontok és a hozzajuk tartozo yi,ye, ..., y, értékek (mérési adatok).
Az x és y értékei kozott linedris kapcesolatot tételeziink fel:

y=axr—+b
A feladat a mért értékekbdl meghatarozni (megbecsiilni) a linearis fliggés paramétereit, a-t és b-t.
Az eljaras lényege, hogy olyan a-t és b-t keresiink, melyre az

n

S(a,b) := Z(yl — ax; — b)?

i=1

Osszeg minimalis.
Az S(a,b) az a,b paramétereknek kétvaltozos fiiggvénye. Az S(a,b) szélsGértékének sziikséges feltétele:
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A parcialis derivalasokat elvégezve a, b-re kétismeretlenes linearis egyenletrendszer adddik, amely megoldasaval

kapjuk a-t és b-t.



