Iteracios modszerek

Definicié 1 (Fizpont)
A ¢ fiigguény (leképezés) fizpontja x*, ha ¢(z*) = z*.

Definicié 2 (Kontrakcio)
A ¢ leképezés kontrakcio, ha 3k 0 < k < 1, hogy Vx,y esetén

lo(z) — oIl < kllz -yl
Definicié 3 (Banach féle fixpont tétel)
Ha ¢ leképezés kontrakcio (egy Banach-térben), akkor van fizpontja.

LER iteraciés megoldasai

A LER iteracios megoldésa f6leg akkor hasznos, ha A ritka és nagyméretd méatrix. Az Ax = b-et elGszor a vele
ekvivalens
z=C

+c

alakra hozzuk. Ez az tgynevezett fixpont egyenlet. Ez

alaku, ahol

Az iteraci6 elve:
Kiindulunk egy tetsz6leges z¢ € R™ kezdévektorbél, képezziik az

§k+1 = Cgk + c
kozelité megoldasok sorozatat. Ha az z;, sorozat konvergens, akkor a

lim z
k—o0

az eredeti egyenletnek is megoldasa lesz.

Kérdések:
e Milyen feltételek biztositjak, hogy tetsz6leges z-bol kiindulva az z; sorozat konvergens? (Konvergencia
kérdése)
Valasz: Akkor és csak akkor konvergens, ha o(C) < 1. (A fenti C' matrix spektralsugara 1-nél kisebb
legyen)

e Hogyan becsiilhets a kozelit6 x; megoldasok hibaja? (Hibabecslés)

e Milyen gyors a konvergencia? (Konvergencia sebesség)
Jacobi iteracio
Legyen Ax = b formaban adott LER, det A # 0. Bontsuk fel A-t a kdvetkezé modon:
A=L+D+R

ahol L az A t64tl6 alatti részét tartalmazza, egyéb helyeken csupa nulla, D az A {6atlojat tartalmazza (diagonalis
matrix), egyéb helyeken csupa nulla, R az A f64tlo feletti részét tartalmazza, egyéb helyeken csupa nulla. Ekkor

Atrendezve:



D inverzével (van neki!) beszorozva jobbrol:

Most
C:=-DYL+R), ¢:=D7'b

Igy tetszoleges o-bol kiindulva a Jacobi iteracio:

Konvergencia kritérium:

Gauss-Seidel iteracié

A Jacobi iteraciot megvizsgélva latjuk, hogy a k-adik iteralt vektor i-edik koordinatdjanak kiszamitasahoz mér
felhasznaltuk az el6z6 1,2,...,7 — 1 koordinatait a k-adik iterdltnak. Ebbdl adodik a Gauss-Seidel iterdcio:

2, = D™ (~Lay, — Rzy_y) + Db

Atrendezve:
2, =—(D+ L) 'Ray_y +(D+L)"'b
Konvergencia kritérium:
ol—(D+L)'R) <1
Nemlinearis egyenletek iteraciés megoldasi modszerei

Keressiik az f(z) = 0 egyenlet megoldasat (gyokét), azaz olyan z* szamot, melyre f(z*) = 0. Az egyenletet
irjuk at
z = ¢(x)

alakra. Ez a fixpontegyenlet. Ha z* fixpontja ¢-nek, akkor az eredeti egyenletnek is megoldasa. Képezzik a
kozelité megoldasok sorozatéat:

Tp1 = P(xp)

Kérdések:
1. Hogyan valasszunk alkalmas ¢ iteracios fliggvényt?
2. Milyen feltételek mellett konvergél az xj, kozelité megoldésok sorozata?
3. Milyen gyors a konvergencia?

4. Az xg kezdGértéket hogyan kell megvalasztani?

Definicio 4 Azt mondjuk, hogy az xy, iterdcids sorozat konvergens, ha

lim z, = z*
k—oo

ahol =* megolddsa a fitpont egyenletnek és az eredeti egyenletnek is.

A Bolzano-tétel szerint, ha egy zart intervallumon folytonos fiiggvény az intervallum végpontjaiban ellentétes
elGjeld, akkor biztosan van zérushelye az intervallumban. Azaz a megfelel§ egyenletnek biztosan van megoldésa

(gydke).



Intervallumfelezéses modszer (Bolzano féle)

Ha f az [a, b]-n folytonos fiiggvény és f(a) és f(b) ellentétes elGjeld, akkor a és b kozott van gyok. Legyen

a+b
2

o =

Ezutan -t hasonléan képezziik, az f(xx_1) elGjele alapjan valamelyik részintervallumot tovabb felezziik. Az
xy, sorozat f egy zérushelyéhez tart.
Har moédszer

Ha f az [a, b]-n folytonos fiiggvény és f(a) és f(b) ellentétes elGjeld, akkor a és b kozott van gyok. Behuzzuk az
(a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat Gsszekots hart. Ahol ez metszi az x tengelyt ott lesz az elss, xq iteracids pont.
Ezutéan az eljarast folytatjuk f(xx—1) elGjele alapjan djabb hart hazunk be, abbol kapjuk xx-t.

Newton (érintd) moédszer

Legyen f az [a,b] folytonos és differencialhato fiiggvény. Keressiik az
flx)=0
megoldasat az [a, b]-n. Ekkor az iterécio:

xr
Tp1 = Tp — j:,((x’;)) E=0,1,2,...

Szelé moédszer

A Newton mdédszerhez képest annyit valtoztatunk, hogy a derivalt helyett a kiillonbségi hanyadossal szamolunk.

Jlog)(zp — 1)
J(wg) = frr—1)

Tht1 = T — k:1,2,...

Két kezdGérték van: xg, xq



