Fiiggvények hatarértéke, folytonossiaga. Folytonos fiiggvények tulaj-
donsagai. (Egy és tobbvaltozds esetben)

Definicié 1 (Fiiggvény hatdrértéke, végesben vett véges hatdrérték, Heine féle def.)
Az f(x) figguény hatdrértéke az xo-ban A, ha barmely x, — xo, =z, € Dy \{zo} sorozat esetén f(x,) — A.
Ehhez hasonlé definicio alkalmazhato a végtelenben vett véges ill. végtelen hatdrértékre is.

Definicié 2 (Fiiggvény hatdrértéke, végesben vett véges hatdrérték, Cauchy féle def.)
Az f(z) figguény hatdrértéke az xo-ban A, ha bdarmely ¢ € RT szimhoz létezik olyan & kiiszobszdm, hogy
0<|z—xo| <d eseténx € Dy és|f(x) — A| <e.

Jelolés:
lim f(z)=A wagy f(z)— A4, ha x— x
T—x
Példa: i
lim " = 1
z—0 X

Definicié 3 (Fiiggvény hatdrértéke, végesben vett végtelen hatdrérték)
Az f(x) figguény hatdrértéke az xo-ban oo, ha birmely K € R szdmhoz létezik olyan 0 kiszdbszam, hogy
0<|z—wxo| < eseténz € Dy és f(x) > K.

Jelolés:
lim f(z) =00 wagy f(z)— 00, ha = — xg
T—xQ
Definicié 4 (Fiiggvény hatdrértéke, végtelenben vett végtelen hatdrérték)
Az f(x) fiiggvény hatdrértéke az co-ben oo, ha barmely K € R szamhoz létezik olyan vy kiszébszdm, hogy
x>z esetén x € Dy és f(z) > K.

Jelolés:

lim f(z) =00 wagy f(x)—o00, ha x— o0

Tétel 1 (Hatdrérték és miveletek)
Ho limy ., f(z) = A és lim,_,,, g(z) = B (A, B € R), akkor x — x( esetén

o f@) e A

o f(x)+g(x) > A+ B
o f(z) —g(xr) ~A-B
o f(z)-g(x) > A-B
o I8 4 ha B#0
Nevezetes hatarértékek
}3{% siix _1 ;}L% a“”x— 1 ~ Ina, rh_{lgo(l n S)z — ok

Definicié 5 (Fiiggvény folytonossdga)
Az f(z) fiigguény folytonos az xo € Dy helyen, ha birmely € € Rt szdmhoz létezik olyan § kiiszébszdm, hogy
|z — 20| < 0 esetén x € Dy és |f(x) — f(zo)| <e.

Tétel 2 (Hatdrérték és folytonossdg kapcsolata)

Ha zg € Dy és f(x)-nek van xo-ban hatdrértéke és ez a hatdrérték éppen f(xo), akkor f(x) folytonos az xo
helyen. (Ez lehetne a folytonossdg definicidja is!)

Ha f(x) folytonos az xo helyen, akkor f(x)-nek van az xo-ban hatdrértéke és ez a hatdrérték éppen f(xo).



Tétel 3 Zdrt intervallumon folytonos fiigguény korldtos.
Tétel 4 Zdrt intervallumon folytonos fiigguény felveszi szélséértékeit.

Tétel 5 (Bolzano tétel)

Ha f(z) az [a,b]-n folytonos figguény (és tfh. f(a) < f(b)), akkor VA € [f(a), f(b)] esetén létezik ¢ € [a,b],
melyre f(c) = A. (Azaz [ Darboux tulajdonsdgi)

Ennek specidlis esete a spec. Bolzano-tétel: Ha egy zdrt intervallumon folytonos fiigguény az intervallum vég-
pontjaiban ellentétes eldjelii, akkor van zérushelye az intervallum belsejében.

Tétel 6 Zdrt intervallumon folytonos fiigguény értékkészlete zart intervallum.



