12.TETEL

Valtoz6 hosszUsagu kodok. Szabad félcsoport. Cayley graf. Kéd. Feltételek
felbonthatésagra. Egyenletes, vesszos prefixmentes kodok. Kraft-McMillan
egyenlétlenség. Fano-Huffman kdd. FixhosszUsagu kodok, hibajelzes, hibajavitas.
Hamming tavolsadg. Linearis kod. Generator és tavolsagellendrzé matrix.
Hamming és BCH kodok.

KODOLAS
1. VAltoz6 hosszlséagu kddok
2. hibajavité kodok
3. kriptogréfia

1. Valtoz6 hosszusagu koédok (pl.: Morse kod)

Def:
A véges nem Ures abécé (forras abécé)
B véges nem (res abéce (csatorna abéce)
B*={a B-beli jelekkel képezhetd Gsszes véges sz0}
f: A>B*
e Ekkor f-et egy kodnak nevezziik
e Van aki az f-et nevezi kddnak
e B* egy véges részhalmaza az egy kdd

Valtoz6 hosszisagu kodot akkor alkalmazzuk, ha a forrds-ABC betiii kiilonb6z6 el6fordulasi
valodszinliséget mutatnak. Fajtai:

1. irreducibilis kodok: az egyértelmii dekodolhatosag nem sziikséges, de elégséges feltétele,
hogy a kodrendszerben hasznalt egyes kddszavak kiegészitése tovabbi kodjelekkel ne
eredményezzen Ujabb kddszavakat.

2. optimalis hosszusagu kodok szerkesztése: - a nagyobb valosziniiségii betii kodja rovidebb,
mint a kisebb valoszinliségiié, - a kisebb hosszisagi kod minden variacids lehetésége ki van
hasznalva, - a kodfa again a megengedett csatorna jelek szamaval megegyez6 elagazas van,
Kivéve az utols6 csomopontokat.

Szabad félcsoport

A egy nem iires véges abécé (0<|A[<w0). Képezziik A*-t (félcsoport elemeinek halmaza). A
miivelet a szavak egymasutan irdsa. Amit igy kaptunk az egy félcsoport. Ez egy szabad
félcsoport.

Legyen A egy halmaz, az tigynevezett abécé, elemei a betiik. Képezziink a betiikbdl (véges
hosszu) szavakat, ezek kozotti miivelet legyen a konkatenacid, az egymadsutaniras, amelyet

asszociativnak tekintlink. Kaptuk az ugynevezett szabad felcsoportot.

Elméleti teruleten a félcsoportok vizsgalata, gyakorlati felhasznalasa a kddolaselméletben a
betlinkénti kodolasoknal.




Biztosan nincs kor, tehat a félcsoport szabad. Az ekvivalenciaosztalyok egy félcsoportot
alkotnak.

A matematikaban azon grafokat nevezik Cayley-grafoknak, amelyek egy csoport struktdrajat
reprezentaljak. A Cayley-grafok kdzponti szerepet jatszanak a kombinatorikaban és a
geometriai csoportelméletben. Arthur Cayley brit matematikus nevét 6rzi az elnevezés.

Tulajdonsagai:

o Egy adott csoporthoz tartozé Cayley-graf nem egyértelmii, mert egy adott csoport
generatorhalmaza sem egyértelmdi.

e Ha a generatorhalmaz n elemi, akkor minden csticsbol pontosan n €l indul ki és
pontosan n él érkezik minden csucsba.

e Haa generatorhalmaz tartalmazza az egységelemet, akkor minden csucs rendelkezik
egy hurokéllel, ezért gyakran mar a definiciéban megkdvetelik, hogy a
generatorhalmaz ne tartalmazza az egyséegelemet.

Felbonthat6 k6dok

A egy véges, nem Ures abécé. DEF 1:
A* az A feletti véges szavak halmaza Uq,Uo,...,un,V1,Va,...,Vvse C
CcA* Ug,Us,...Uur = Vq,Vo,...,Vs

C véges és nem ures
C egy felbonthat6 kdd

=

r=s
2. U =Vy

DEF 2:
Nézzik a C-t egy abécének. C* a C feletti szavak halmaza. (C*,konkatenacio) félcsoport.
Ha (C* k) egy szabad félcsoport, akkor C felbonthato.

EGYENLETES KODOK

FELBONTHATOSAG FELTETELEI: C: S — A"injektiv figgvény (az 6sszes
1. prefix-mentes kddok kddszb n hosszusagu), ahol S az elsédleges
2. postfix-mentes kddok szimbolumok halmaza.
3. vessz6s kodok C injektiv: C(sx) =C(s1) — sk =i
4. allando hosszusagu kodok

PREFIXMENTES KODOK

DEF:
A egy véges nem Ures abécé Ha C prefixmentes, akkor nincs C-ben 2
C c A* C véges, nem (res olyan kilénb6z6 sz6 u,v ugy, hogy ufv.
uve A* Ha ¢ ¢ C— C nem lehet prefixmentes. A
u prefixe a v-nek, ha létezik we A*, amire prefixmentességet prefixnek roviditjuk.
UW=V u|v. Ha C prefixmentes, akkor C felbonthato.
Prefix=egyértelmiien megfejthetd.
Kiderdl:
1. |tranzitiv U postfixe v-nek ha létezik we A*, amire
2. | reflexiv WU=V.

3. | antiszimmetrikus


http://hu.wikipedia.org/wiki/Csoport
http://hu.wikipedia.org/wiki/Kombinatorika
http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Geometriai_csoportelm%C3%A9let&action=edit&redlink=1
http://hu.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley

VESSZOS KOD

C={a, ab, abb} ez egy vessz0s kod. Itt most ,,a” a vesszo. Altaldban v a vesz
U e A*

° vg&

e v postfixe (prefixe) minden szénak

Egy vessz6s kod mindig felbonthato. Allandé hosszasagn kodok mindig felbonthatdak.
Egy felbonthatatlansagi feltétel Ha M <1, akkor a C felbonthato6, ha M>1,

akkor C felbonthatatlan.
A véges, nem (res abecé.

IAl=r HUFFMANN-KODOK
0<r<ow
Cc A*, C véges nem Ures, |C|=s e Specialis prefix kod
C={c1,...,cs} e Nem véletlenszer(i a fa
A(c,;)=cq hossza Ha ci=aa — A(c,) =2 e Gyakoribb betiik rovidebbek
o Atlagos betiihosszusag: X1 - p;,
M=r &) 4 ) ahol 1 a kodhossz, p a valésziniiség.

Kraft-McMillan egyenlétlenség:
Tétel: Ha a K={k1,k2,....kn} kod felbonthato =>» 22‘“ <=1, ahol li a ki kddsz6 hossza.

i=1
Biz: Emeljuk fel az 6sszeget a t-ik hatvanyra.
(22—“ )t:(z 2—|i1 )*(22—“2 )* ) .*(Z 2—|it ): 22—(|i1+|i2+...+|it) ’ ahol 1<:i_l<:n és 1<:J<:t
= i1=1 i2=1 it=1 iLi2,...it

Az 1lil+li2+...+lit hossz-sorozat nem mas, mint az {ail,ai2,...,ait} t hosszu elsédleges kozlés
kodolasanak hossza. Jeldljiik ezt L(ail ,ai2,...,ait)-vel.

ail,ai2,.. ait

» Jeldlje N(t,r) azoknak a t hosszlisagl els6dleges kozléseknek a szamat, amelyre
L(ail,ai2,...,ait)=r, és legyen M a K beli kddszavak hosszanak a maximuma. Ekkor
t<=L(ail,ai2,...,ait)}<=M*t

. iZ—L(ail,aiZ ..... ait) — gN(t’r)-z—r
r=t

ail,ai2,.. ait

(attéruink kodszo-bithossz szerinti 6sszegzésre)
« Masrészt: N(t,r)<=2r, hiszen 2r-nél tdbb szimbolum felbonthaté médon nem
kodolhato le r bittel. Ezeért:

M -t M -t
« =) 20-27 =31 =M+
r=t r=t

n t
* Vagyis tetszbleges t-re: (ZZ"J <=(M-1)*t+1

i=1



* Ha (Z 2") >1 lenne igaz, akkor eléggé nagy t-re a fenti egyenlétlenség nem

i=1
allhatna fenn.

« Tehat [ZZ"} =1 all fenn.
i=1

ALLANDO HOSSZUSAGU KODOK

Eddig a kodok f: A—B* fuggvények voltak, ahol f injektiv.
A: forrasabécé

B: csatornadbécé

A helyzet valtozik, mert itt f: T"—T* , ahol n<k T={0,1}
T": forrasabécé

T*: csatornadbécé

Mod 2 adunk 6ssze és szorzunk.

Hibajelzésre és hibajavitasra hasznaljak.

Szerkessziink egy G gréafot!
G csticsai TX elemei
Két kiilonboz6 pontot u, v dsszekotiink, haue H, ésve H,

Kerestink egy klikket G-ben (barmely pont barmely méasikkal 6ssze van kotve)
Legyen C egy klikk, ekkor C csucsai alkalmasak egy hibajelz6 kodnak.

HIBAJELZES
e fT"5HX injektiv Azt mondjuk, hogy C egy t-
e T={0,1} hibajelz6 kod, ha
e k>n 1. ceC,ce T Coe Ha
o |TH|Z2¢ 2. Hac #c,=c,¢C
o |T"|=2" Hogyan jelez ez hibat?
e Jonegyue T">H
T* -nak sokkal tobb eleme van, mint T" ismerjik C-t
—nek. Nem hasznéljuk a teljes T* -t e Feltessziik, hogy t-nél
csak annak egy C részhalmazat. tobb jegy nem valtozik
meg a kiildés soran
U e T (u a hibatartomany) (t sugaru) e Ha ugC, akkor
He={v: Vv e TX ésv legfeljebb t jegyben biztosan hiba tortént
tér el n-t61} Il. Cc T*azt mondjuk, hogy C egy t-
hibajelz6 kod, ha:
DEIT'. ce » e 3 CeC

* C #C,=C ~C,
A két definicio egyenértékii.

HAMMING TAVOLSAG

U(Ul,...,un) I= Tn

V(Vy,...,vp) e T"

Egy tavolsagot értelmeziink d(u,v)=azon poziciok szdma, ahol az u és a v eltér.



d tényleg egy tavolsag.

f:T">T¢ T={0,1} k>0

C=imf ezt kédnak hivjuk.

Van olyan eset, amikor a C zart az 6sszeadasra (és kivonasra). llyenkor C lineéris altere
T*-nak—k dimenzios linearis tér T felett.

C-nek sok pontja van. Ha C dimenzidja s, akkor |C|=2°. G egy generatormatrixa C-nek, ha G
oszlopai bazist alkotnak C-ben.

HAMMING KOD

» Tétel: egy K linearis koddal pontosan akkor lehet t hibat kijavitani, ha a K ellendrzé
matrixaban tetszélegesen kivalasztva 2t oszlopot, ezek linearisan fuggetlenek lesznek.

- Legyen a K kod blokkmérete n=2"-1. Alljon a K kod ellendrzé matrixa az dsszes |
hosszt, <>0 vektorbdl. Ilyenkor semelyik 2 oszlop nem linearisan sszefliggd, vagyis
a kodtavolsag d(K)>2, vagyis legalabb 1 hibat javitani tudunk. Az ilyen kddokat
Hamming kddoknak nevezziik.

« A Hamming kéd dimenziéja: n-1= 2"-I-1.

A Hamming kéd sfirlisége: (2'-1-1)/=2'=1-(1+1)/2' 1-log(n)/n Ez lényegesen jobb,
mint a korabbi példa

A hibajelzés tesztelhetd tavolsagszamitassal:

Cc T¥

Kiszamoljuk L=min{d(c1,c;): ¢1,c2e C és ¢, #C, }. L a C halmaz min belsé tavolsaga.
Ha C t-hibajelzd, akkor L>t+1

Ha L>t+1, akkor C t-hibajelz6

Azaz C t-hibajelz6—~ L >t +1

LINEARIS KOD

Lineéaris kodok alatt azokat a kddokat értjik, amelyek kddvektorai egy linearis térnek az
elemei. Talan pontosabban fogalmazva: a kddszavak egy linearis tér lineéris alterét alkotjak.
De mit is jelent az, hogy egy tér linearis? Ez szavakban kimondva azt jelenti, hogy a tér
akarhany vektorat 6sszeadva, (koordinatankénti 6sszegzést végezve!) az eredd vektor
bennmarad a térben.

Van még egy alapvetd fogalom a kodok jellemzésére, ez pedig a kddszavak stulya. Egy vektor
Sulya alatt a koordinataiban szerepld nem nulla elemek szamat értik. Egy kodszokészlet, vagy
roviden egy kéd minimalis stlyan pedig a legkénnyebb, de nem nulla vektor salyat értik.

Egy lineéris kod esetén a kddtavolsag megegyezik a kod minimalis sulyaval.

Elemi példankban a nem nulla sulyt kodszavak mind kett6 stlyaak, és ezzel egyenld a
kodtavolsag is.

A linedris térrdl elmondottak mar szinte tokéletesen elegenddek a linearis kod eldallitdsdhoz.
Megkeressiik az N dimenzids binaris tér egyik bazisat (9,,9,,...,9,), €s ezzel barmelyik u
tizenetvektorhoz generaljuk a megfeleld ¢ kodszot a lineéris tér bazisara vonatkoz alabbi

Osszefugges alapjan:
K
c=>Ug.
i=1

Ezt az egyenletet matrixalakban is felirhatjuk:

i i c=u-G.
GENERATORMATRIX



Egy kod generatormatrixan azt a matrixot értjik, amelyet balrdl beszorozva tetszéleges
vektorral a kod egy kodszavat kapjuk.

A G maétrixot generatormatrixnak hivjak, és sorai az N dimenzios tér bazisvektorai,
pontosabban azok kozil K darab. llyen matrix tobb is lehet, amelyek kozl Kitlintetett szerepe
van az u.n. szisztematikus generatormatrixnak, amely szisztematikus kddot general.
Szisztematikusnak nevezik a kodot, ha a kodszo elsé (vagy utolso) K eleme megegyezik az
tizenettel. Konnyti belatni, hogy ezt olyan G matrix hozza 1étre, amelynek els6 (vagy utolso)
K oszlopa egysegmatrix.

BCH KOD
BCH=Bose-Chaudhuri-Hocquenghem

D BCH kod
Az n kddszbéhosszu, n=q™ —1, GF(q) feletti, t hibat javité kddot BCH kodnak
nevezziik, ha g(x) generéator polinomjanak gyokei az o' € GF(q™),i =1,2,...,2t
testelemek.

T Ha az n koédszohosszi, GF(q) feletti C ciklikus kod generatorpolinomjanak az o

[ [J GF({) d-1 elem egymas uténi (kiilonbdzd) hatvanya gyodke, azaz valamely ig > 0,
d>1 esetén.

g(a)=g(o"")=...=g(o"""?)=0,
akkor a kéd minimalis tavolséaga legalabb d.
Generalas

Egy t hibat javitd BCH kod generatorpolinomjat Ggy konstrualhatjuk meg, hogy
megkeressiik az o' [ [1 GF({) gyokok kiilonboz6,GF(q) feletti minimalpolinomjait, s
azokat 6sszeszorozzuk.

Tehat a BCH kdd generatorpolinomja:

g(x) =D, (X)CD3 (X)"'CDZt—l (X)

Ha q=2 akkor binaris BCH-kodot kapunk, mig m=1 esetben Reed-Solomon-kodra
jutunk. A t=1 g=2 vélasztassal kapjuk a binaris Hamming-kodokat. Mivel a GF(q)
feletti polinomok ko6zott az o [1 [1 GF(q) tstelem az X — a els6foka polinom gydke, igy
a t hibat javité RS kod generatorpolinomja lehet pl a

g(x)=(x-1)(x- a)(x- 0?)...(x- a®™)

polinom, ahol a rendje n.



