Els6rendii explicit differencidlegyenletek
Keressiik azt y(x) differencidlhaté fiiggvényt, amelyre
y'(z) = f(z,y(x))

egyenlet teljesiil (differencidlegyenlet) az
y(xo) = 7o

kezdeti feltétel mellett. (Ezt nevezik kezdeti érték probléméanak.)

Definicié 1 (Lipschitz feltétel)
Az [ fiigguény a mdsodik vdltozéjaban teljesiti a Lipschitz feltételt, ha minden K kompakt halmazhoz létezik
L >0, melyre

||f($,y1)—f($,y2)|\<LHy1—y2|| Vi‘/l»yzeK

Tétel 1 (Fokozatos kdzelités mddszere (Szukcessziv approxrimdcid))
Ha az [ fiigguény a mdsodik vdltozdjaban kielégiti a Lipschitz feltételt, akkor a

y'(x) = fz,y(@))

y(wo) = yo

kezdeti értékes diff. egyenletnek létezik megolddsa és az

yo(ff) =1%o

wen(@) =0+ [ " f o (0)dt

fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl a megolddshoz.

Taylor-sor kozelités
y'(z) = f(z,y(@))
y(xo) = o

A megoldas Taylor sorat kozelitjiik az y*) (xo) értékek meghatarozasaval.

Az y*)(20) értékeket a differenciglegyenletbsl hatarozzuk meg. Elsé derivalt azonnal adodik, a tobbi pedig a
diff. egyenlet egy vagy tobbszori derivalasaval kihozhato:

y’(xo) = f(zo0,v0)

Az eredeti diff. egyenletet derivalva kapjuk (teljes differencial):

S () = af((;;, v | 8f((93; y) ()

Ebbe behelyettesitve az o, yo, ¥’ (xo) = f(x0,y0) értékeket:

o 5f(x07y0) + af(l'o,yo)
n ox oy

y//(fo) - f(20,%0)

Ezt folytatva megkaphat6 a tobbi derivalt is . ..



Euler moédszer

yl(‘r) = f(a?,y), y(l‘o) = Yo

Egylépéses Euler
Az [xg, 2] intervallumot felosztuk n egyenld részre.

[ vwd= [ s

) —vle) = [ Sy

i

Y(@iv1) = y(x:) + /”HI f(z,y(t))dt

i

A derivalt kozelitésére a differenciahéanyadost hasznaljuk. Az integrélt kozelitsiik téglalapformulaval:
Y(@iv1) = y(z:i) +h- f(@i,y(zi))
yi == y(zi)
Yo = y(20)

Yirr == Yi + h- f@i,y(@i))
(Explicit Euler modszer)

Tobblépéses Euler
Az integralt Simpson-formulaval kozelitjiik.

/ Myt = / " fa ()t

i i

i) — () = [ " (@)t

i

i) = i) + [ 7 ()t

h 4h
Yiv2 ‘= Yi + gf(xiayi) + ?f(xz#lvyi-‘rl) + f(@it2, Yiya)

Masodrendd rekurzié, az elején két kezdGértéket kell megadni, yi-et az egylépéses Euler médszerbél kapjuk.

Implicit Euler médszer

A derivalt kozelitésére a differenciahanyadost hasznaljuk.

y(wip1) — y(x;)

Y (ziy1) = o

y/(xﬂ-l) = f(zit1,y(zig1)) = w

Atrendezve:
y(@iz1) = y(x:) + b f(rig1, y(wig1))



Runge-Kutta moédszerek

Feladat: Konstrualjunk p-edrendd (p > 1, egész) numerikus modszert a

y'(x) = f(z,9), w(xo)=1yo

kezdetiértékes differencidlegyenletre az f derivdltjainak kiszamitdsa nélkil.
Negyedrendii Runge-Kutta

h
Yir1 = Yi + g(kl + 2ko + 2k3 + ky)

ahol
ky = f(xi,9:)
h h
ko = f(xz + 573/1‘ + §k1)
h h
ks = f(x; + 50 i + §/€2)

ky = f(x; + h,y; + hks)



