Numerikus sorozatok tulajdonsagai, konvergencia, nevezetes példak

Definicié 1 (Sorozat)
Sorozaton olyan fiigguényt értiink, melynek értelmezési tartomdnya a pozitiv egész szamok (esetleg a természetes
szdmok) halmaza. Ha a figguényértékek valds szamok, akkor valds szamsorozatrdl beszélink.

Jelolés, példa (a sorozat n-edik tagja):

1
an:—Q,neN"r
n

Definicié 2 (Korldtos sorozatok)

Az (ay,) sorozat felilrél korldtos ha 3K € R,a,, < K Vn € N*. Ekkor K a sorozat egy felsé korldtja.
Az (ay) sorozat alulrdl korldtos ha 3k € R,a, > k Vn € NT. Ekkor k a sorozat egy alsé korldtja.
Ha egy sorozat felilrdl és alulrol is korldtos, akkor korldatos.

Példa: Az a,, = 47 sorozat korlatos. Példéul K =1 és k = 0.

Definicié 3 (Monoton sorozatok)

Az (ay,) sorozat szigorian monoton névekvd, ha a, < a,y1 Vn € NT.

Az (ay,) sorozat szigorian monoton csokkend, ha a, > any1 Vn € N+.

Az (ay) sorozat monoton névekvd, ha a, < apr1 Vn € NT.

Az (ay,) sorozat monoton csokkend, ha a, > ani1 Vn € NT.

Példa: Az a, = 77 sorozat szigortian monoton névekve.

Definicié 4 (Sorozat hatdrértéke, konvergens sorozatok)
Az (ay) sorozat konvergens és hatdrértéke az A € R szdm, ha barmely € € RT szdmhoz létezik olyan N kiiszdb-
index, hogy Yn > N esetén |a, — A| < e.

Jelolés:
a, — A vagy nli_)n;o a, = A

Példa:

.o n+1
lim =

n—oo N

1

Az elgbbi definicioval ekvivalens: Az (a,) sorozat A-hoz konvergél, ha az A barmely kérnyezetébdl a sorozatnak
csak véges sok tagja marad ki.
Ha egy sorozat nem konvergens (semelyik A-hoz sem konvergal), akkor azt divergensnek nevezziik.

Tétel 1 Egy sorozatnak legfeljebb egy hatdrértéke lehet.
Tétel 2 Minden konvergens sorozat korldtos.
Tétel 3 Ha egy sorozat monoton és korldtos, akkor konvergens.

Definicié 5 (Valddi divergens sorozatok, azaz a végtelen, mint hatdarérték)

Az (ay) sorozat a végtelenhez divergdl (végtelenhez tart), ha barmely K € R szdmhoz létezik olyan N kiszébinder,
hogy ¥n > N esetén a, > K.

Hasonléan lehet definidlni a negativ végtelenhez divergdlé sorozatokat.

Jelolés:
anp — o0 wagy lim a, = o0

n—oo

Példa:

lim 2" = o0
n—oo



Tétel 4 (Reciprok sorozat)
Ha a, — oo, akkor i — 0.
Ha a, — 0 és a, >0, akkor ai — 0.

Tétel 5 (Miveletek konvergens sorozatokkal)
Ha a, — A ésb, — B (A, B € R) akkor:

ec-a, —c-A, aholc € R
e a,+b,— A+ B
ea,—b,—>A—-B

ea, b, —A-B

o {2 — 4 haB#0

o a,F — AF

¥a, — VA

Tétel 6 Ha a, — 0 és b, korldtos, akkor a,, - b, — 0.

Tétel 7 (Renddr-elv)
Haa, — A ésb, — A és a, <c, <b, eqy kiiszobindextdl kezdve, akkor c, — A.

Tétel 8 (Bolzano- Weierstrass)
Minden korldtos sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

Tétel 9 (Cauchy-féle konvergencia kritérium)
Az (ay,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha bdrmely e € RT szdmhoz létezik olyan N kiiszébindez, hogy
VYn,m > N esetén |a, — an| < €.

Néhany nevezetes sorozat és hatarértéke
e ¢" —0,halgl <1ésq®— oo, hag>1
o n—1
e (1+4)m—e
o (1+E)m ek
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