Kombinatorikai alapfogalmak

Kombinatorika

Definicié 1 (Permutdcid) Az egymdstol kilonbézd aq,as, ..., a, elemek egy sorrendjét a ai,as,...,a, egy

(ismétlés nélkili) permutdcidjanak nevezziik. Az n kilonbozdé elem (ismétlés nélkili) permutdcidinak szima:

P,=nl=n-(n—-1)-...-1

nak nevezzik. Ha adott n szdmi elem kozott pontosan r féle killonbozd van és ezek szama rendre ky, ko, ... ky,
akkor az ismétléses permutdciok szima:
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Definicié 2 (Varidcid) Az eqgymdstol kilonbozd a1, as, . . ., a, elemekbdl képzelt k elemd sorozatokat az a1, as,. .., a,

elemek k-adosztdlyu ismétlés nélkiili varidcidinak nevezzik, ha bennik minden elem legfeljebb egyszer fordul eld.

Az n elem k-adosztdlyd ismétlés nélkili varidcidinak szama:

v
Y = (n—k)!

Ha ezekben a sorozatokban egy elem tébbszor is eldfordulhat, akkor azokat az n elem k-adosztdlyi ismétléses
varidcioinak nevezzik. Az n elem k-adosztdlyi ismétléses varidcidinak szdma:

Vk,i — nk
n
Definicié 3 (Kombindcid) Az egymdstol kilonbézd ai,as, ..., a, elemekbdl képzett k elemd halmazokat az
ai,as,...,a, elemek k-adosztdlyi ismétlés nélkili kombindcidinak nevezzik. Az n elem k-adosztdlyi ismétlés

nélkuli kombindcidinak szama:

v (m) n!
Cn = <k’> o k- (n—k)!

Ha egy elemet tobbszér is vdlaszthatunk (azaz a k elemd elemcsoport nem halmaz), akkor azokat az n elem
k-adosztdlyi ismétléses kombindcidinak nevezzik. Az n elem k-adosztdlyi ismétléses kombindcidinak szdma:
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Tétel 1 (Szita formula)

[AlUA UL U A=) (1) > |A;, N A, N .. N A

k=1 1<i1<i2<...<ix<n

Keét halmaz esetén:
|AUB|=|A|+ |B|-|AN B|

Tétel 2 (Binomidlis tétel)

(a+b)" = <g> a + (T) a" b+ 4 <Z> b = ;::) <Z> a" ek

Tétel 3 (Polinomidlis tétel, a Binomidlis tétel dltaldnositdsa)
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Grafok

Definicié 4 (Iranyitott és irdnyitatlan grdf) Adott egy véges, nem ires V halmaz. Legyen E a V elemeibdl
képzett rendezetlen pdrok halmaza. Ekkor a G = (V, E) rendezett pdrt irinyitatlan grdfnak nevezik. V elemei a
grdf csiucsai, E elemei a grdf élei.

Adott egy véges, nem tires V halmaz. Legyen E a V' elemeibdl képzett rendezett parok halmaza, azaz E CV X V.
Ekkor a G = (V, E) rendezett pdrt irdnyitott grdfnak nevezik. V elemei a grdf csicsai, E elemei a grdf élei.
Egy csticsbol indulo élek szamdt a csucs fokszamdnak nevezziik. Irdnyitott grafokndl kilén beszélhetink befokrol
(csticsba bejovd élek szama) és kifokrol (csicsbol kimend élek szdma).

Hurokél: Kezddpontja és végpontja megegyezik.

Definicié 5 Legyen G = (V, E) egy irdnyitott grdf. A grdf eqymdshoz csatlakozé €leibdl képzett ey, e, ..., e,
élsorozatot a grdifon értelmezett itnak nevezik. Az m pozitiv egész szdm, az it hossza. Ha e = (u,v) € E,
akkor u az e él kezddpontja, v a végpontja. Az e; és e;y1 eqymdshoz csatlakozo élek, ha e; végpontja kezddpontja
e;r1-nek. Hasonldan értelmezhetd az 1t irdnyitatlan grifokon is, de ott az éleknek nincs kitintetett kezddpontja
€s végpontja, szerepiik felcserélhetd.

Definicié 6 Legyen G = (V, E) egy iranyitott (vagy irdnyitatlan) grdf. Ha eq,es,. .., e, a grdafon értelmezett it
€s e, végpontja megeqyezik e, kezddépontjival, akkor az utat kiornek nevezik. Ha a grdfban nincs kér, akkor azt
kérmentes grifnak nevezik.

Definicié 7 Osszefiiggd grdf: Bdirmely két ponja kézétt van t.
Definici6é 8 Fa: Minimalis dsszefiiggd graf.

1 h i,j)EE
Definicié 9 Szomszédsdg: mdtric: a;; := {0 ha EZJ; ; E
a (3,7

Definicié 10 Euler vonal: Olyan élsorozat, amely pontosan egyszer tartalmazza a graf minden élét.
Definicié 11 FEuler kor: Olyan Euler vonal, melynek kezdd és végponja megegyezik.

Tétel 4 Egy dsszefiiggd grifoan akkor és csak akkor van Euler kor, ha minden csiucsdnak a fokszdama pdros.
Definicié 12 Hamazlton ut: Olyan ut, amely a grdf dsszes csucsdt pontosan egyszer érinti.

Definicio 13 Hamilton kér: Zdrt Hamilton vit.

n

5, akkor a grafban van Hamilton kor.

Tétel 5 Ha egy n (n > 3) csicsi grafban minden pont foka legaldbb

Komplex szamok
Alapok

Imaginérius (képzetes) egység: i, melyre i2 = —1

Komplex szamok: C = {a+bi:a € R,b € R} (Azaz R x R-rel ekvivalens halmaz)

2z = a + bi (algebrai vagy kanonikus alak)

Valos rész: Re(z) = a

Képzetes rész: Im(z) =b

Konjugélt: z =a — bi

Abszolutérték: |z| =z -z =+va?+b?

Trigonometrikus alak : z = |z| - (cosp + i - sing)

Exponencialis alak : 2z = |z| - "%

A komplex szamokat a Descartes-féle sikbeli koordinatarendszerben lehet abrazolni kétdimenziés vektorként.
Az x koordinata a komplex szdm valds része, az y koordinata a komplex szam képzetes része. A |z| a z komplex
szamot abrazold vektor hossza, ¢ pedig a vektor forgasszoge az x tengely pozitiv irdnydhoz képest.



Miiveletek komplex szamokkal

21 = ay +byi = |z1| - (cospy +1i-singy) = |z - et

29 = g + boi = | 22| - (COS g + i - sinpy) = |2o| - €¥'¥2

z1 + 29 = (a1 + aa) + (b1 + b2)i (6sszeadéashoz a kanonikus alakot érdemes hasznélni)

2122 = (araz — biba) + (a1by + azby)i = |z1||22| - (cos(p1 + p2) + i - sin(py + @2)) = |21]| 22| - " (P11¢2)

2= U (cos(pr — @) + i sin(ipr — ) = {21} - e (Prme)

2" = |z|" - (cos(np) + i - sin(np)) = |z|* - ™%

Gyokvonas komplex szamokbdl

Minden z # 0 komplex szdmnak pontosan n darab kiilonbozs n-edik gyoke van. (Az 2™ = z egyenletnek
pontosan n kiilénbézé megoldasa van a komplex szdmok halmazan.) z = |z| - (cosp + i - sinp) = |z| - €¥%
Ekkor z komplex szam n-edik gyokei az

2k 2k , on
wp = VTl (cos LT 4 sin PERT) — G/ eSS k=01, n— 1
n n

komplex szamok. Ezek a komplex szamsikon egy origd kézzéppontu szabalyos n-szog csucsait hatarozzak meg.
Specialis eset: ha z = 1, akkor komplex n-edik egységgydkdkrsl beszéliink:

X2

2% 2% ks
Wi = cos L 4jsin 8 =" HE L r =1, k=0,1,...n—1
n n

Az n-edik egységgyokok az origo kozéppont, egységsugari koron helyezkednek el szabélyos n-szoget alkotva.
Vegyiik észre, hogy wf = wy, azaz w; hatvényai kiadjak az osszes n-edik egységgyokot. Azokat az n-edik
egységgyokoket, melyek hatvanyaiként az dsszes n-edik egységgyok elGallithatd primitiv n-edik egységgyokoknek

nevezzik.



