Statisztikai becslések, konfidenciaintervallumok. Maximum likelihood-
és momentumbecslés. Becslések tulajdonsagai. A hipotézisvizsgalat
alapfogalmai. Klasszikus prébak. Linearis modellek, regresszio.

Alapfogalmak

Statisztikai minta

Az X1, Xo, ..., X, kozos eloszlast, egymastol fliggetlen val. valtozok rendszerét statisztikai mintdnak nevezziik.
Konkrét minta: ezeknek egy konkrét xq, zs, ..., z, eléfordulasa. (A két fogalom azonban gyakran keveredik, az

X; és x; jelolést mindkettore szoktak hasznalni.)

Becslés

Legyen z1,...,x, egy statisztikai minta, a mintat jellemz$ a paramétert egy a,, = Ty (z1,...,x,) statisztikai
fligguény vagy statisztika értéke alapjan hatarozzuk meg. Az a,-t az a paraméter becslésének nevezziik.

Az olyan becsléseket, amelyek megadott paramétereket becsiilnek meg, paraméter vagy pontbecsléseknek nevez-
ziik.

Statisztikai fiiggvények, Gsszefiiggések

o Kozépérték vagy empirikus kézép vagy dtlag
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e Ha a minta elemeit nagysag szerint rendezziik, akkor x7 < x5 < -.- <z rendezett mintdt kapunk.

e Minta kdzéppontja:
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e Minta medidnja: =
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e Az atlag varhato értéke, ha E(z;) = p minden i-re:
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E(z) = E( )= %E(wl +otay,) = %[E(ﬂh) +--+ E(x,)) = %nu:u

o Az atlag szorasnégyzete, ha D?(z;) = o>

minden i-re és x;-k fiiggetlenek:
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e Tehét roviden: E(Z) = p és D?(z) = %2 Ekkor az u := /n=£ val. viltozé N(0,1) (standard normalis)
eloszlasu.



Paraméter becslések (pontbecslések)

Az x4, ...z, statisztikai minta a,, = T),(z1,. .., z,) fliggvényét képezziik.
Definicié 1 Az a,, torzitatlan becslése az a paraméternek, ha E(a,) = a.

Tétel 1 Az empirikus kézép a vdrhatd érték torzitatlan becslése, azaz E(Z,) = .

A korrigdlt empirikus szordsnégyzet torzitatlan becslése a szordsnégyzetnek, azaz F (S:‘f) =02,
Az empirikus szordsnégyzet torzitott becslése a szordsnégyzetnek: E(S?) = ”7_102

A relativ gyakorisdg torzitatlan becslése a valdsziniségnek.

Definicio 2 Az olyan becslést, amely n — oo esetén torzitatlannd vdlik aszimptotikusan torzitatlan becs-
lésnek nevezziik.

Tétel 2 Az empirikus szordsnégyzet aszimptotikusan torzitatlan becslése a szordsnégyzetnek.

Definicié 8 Két torzitatlan becslés koziil a,1 hatdsosabb becslés ay, 2-nél, ha D*(a,1) < D?*(ay,1). (ahol
D2(a,) = E((a — a)?)). Ha létezik olyan G, melyre D*(amin) < D?(a,) minden a,-re, akkor a,.i, a
leghatékonyabb hatdsos becslés, roviden hatdsos becslés.

Definicié 4 Ha az G, becslés sztochasztikusan konvergdl az a paraméterhez, akkor a becslést konzisztensnek
nevezzik. Sztochasztikus konvergencia: lim,_ o, P(|a, — a] > €) = 0. Az a, torzitatlan becslés erésen kon-
zisztens becslése az a paraméternek, ha D?(a,) — 0,n — oo.

Tétel 3 A relativ gyakorisig az dsszes torzitatlan becslés kézil a legkisebb szordsiu becslése a valdsziniségnek.
Az T, a p vdrhato érték konzisztens becslése. Az S;‘LQ, S2 a 0? szoérdsnégyzet konzisztens becslései.

Definicio 5 Azt a becslést, amely az adott paraméterre a legtébb informdcidt nyijtja elégséges becslésnek
nevezzik.

Tétel 4 Binomidlis eloszlds esetén a relativ gyakorisag elégséges becslése a valdosziniiségnek.
N (i, 0) normdlis eloszlds esetén (T, S:?) elégséges becslése a (u,0?) paramétereknek.

Intervallumbecslések

Kérdes: Az a, = T,,(21,...,x,) torzitatlan statisztika milyen kozel esik az a paraméter valodi értékéhez?
Megfogalmazva: Megadunk 0 < & < 1 valoszintiséget és konstrudlunk aq,as statisztikdkat (ezek szamok),
melyekre P(d; < a < G2) =1 —e¢.

Definicié 6 A fenti tulajdonsdgi (a1, a2) intervallum a konfidencia intervallum, az aq, a2 szdimok a konfi-
dencia (megbizhatdsdgi) hatdrok.

1. N(u,0) eloszlasu statisztikai sokasig p varhato értékére konfidenciaintervallum ismert o szdrds esetén
(a-priori)
Tudjuk: E(Z,) = pu, D*(Z,) = 0 esetén a u := /n"# val. véltozé N(0,1) eloszlasu.
Keressiik (-t, melyre P(Ju| < 8) = 1 —e. Ebbdl: ®(8) = 1 — £, az ennek megfelel 5 tablazathol
kikereshet6. A konfidenciaintervallum:
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2. N(u,o) eloszlasu statisztikai sokasag p varhato értékére konfidenciaintervallum nem ismert o szérds esetén

Ekkor t = \/n"g# egy (n — 1) szabadsagi foka Student eloszlds. A konfidenciaintervallum:




3. N(u,o) eloszlasu statisztikai sokasag o szorasara konfidenciaintervallum

Az 25 val. valtoz6 (n — 1) szabadségi fokt X2 eloszlast. P(x2 > X%) =<és P(x?% > Xi%) =1-

o2 2
A konfidenciaintervallum:
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Hipotézisvizsgalat

Az X val. valtozo F(z,a) eloszlasara vonatkozo feltevést fogalmazunk meg.

Csoportositasuk

e Egyik szempont szerint:
Egyszert hipotézis: Ha a feltételnek csak egyetlen val. eloszlas felel meg.
Osszetett hipotézis: Ha a feltételnek tobb val. eloszlés felel meg.

e Masik szempont szerint:
Paraméteres probléma: Ha valamely val. eloszlas egy vagy tobb paraméterére vonatkozik a hipotézis.
Nem paraméteres probléma: Legismertebbek az illeszkedésvizsgalat, homogenitas vizsgalat.

Legyen C egy bizonyos tipust valdszintségi eloszlasoknak az osztalya. Ezt felbontjuk két nem iires, diszjunkt
C1,Cs részosztalyra.

Tekintsiink egy statisztikai mintat: x1,..., 2,

Kérdés: Ha x1,...,x, a P € C eloszlasu statisztikai minta, akkor P € C;?

Nullhipotézis: Hy : P € Cq

Ellenhipotézis: Hy : P € Co

Legyen a = a,(x1,...,2,) a Cy osztélyra vonatkozo statisztika. Ekkor léteznek aj,as szamok, hogy P(a ¢
(a1,a2)) = e.
A kn(e) ={a: a ¢ (G1,a2)} halmazt kritikus tartomdnynak nevezzik. Az a,(x1,...,x,) a probastatisztika, az

€ a proba terjedelme, az (a1, as2) intervallum az elfogaddsi tartomdny.

Hy-t elfogadjuk | Hp-t elvetjiik

Hy all fenn helyes els6faju hiba
H, all fenn | méasodfaju hiba helyes

Prébak
1. Egymintas u-proba
N(u, o) eloszlast sokasagbol vett minta, o ismert.
Ho : p= po
Hy:p# po

Dénteési eljaras: Kiszamitjuk u-t. (Intervallumbecslések 1. pontjanal 1évs u) Ha u beleesik az (1 — ¢)-hoz
szamolt intervallumba, akkor a hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik.

2. Egymintés t-préba
N (u,o) eloszlasu sokasaghol vett minta, o nem ismert.
Ho : = po
Hy :p# po

Dontési eljaras: Kiszamitjuk ¢-t. (Intervallumbecslések 2. pontjanal 1évé t) Ha ¢ beleesik az (1 — £)-hoz
szamolt intervallumba, akkor a hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik.



3. Kétmintas u-préba
X N(u1,01) eloszlasu val. valtozo, X, ..., X, stat. minta
Y N(pz,02) eloszlasa val. véltozo, Y7,...,Y,, stat. minta
o1 és o9 ismert
Ho: E(X)=E(Y), azaz 1=
H,:E(X)#E(Y), azaz p1# pe
Ha H, fennéll, akkor E(X —Y) = 0.

4. F-préba
X N(u1,01) eloszlasa val. valtozo, X1, ..., X, stat. minta
Y N(us2,02) eloszlasu val. valtozo, Yi,...,Y,, stat. minta

o1 €és oo ismert

H()I(Tl:dg

H1 101 7é g9
5. x2-probak
(a) Illeszkedésvizsgalat
Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, pq, ..., p, pozitiv szamok, Gsszegiik 1.

Hy : P(A;) = p;i
Hy : P(4;) # pi
(b) Homogenitéasvizsgalat
X:zy,...,xné8Y 1 y1,...,y, stat. minték.
Hy: X, Y azonos eloszlasiak

H, : X,Y nem azonos eloszlasuak
(c) Filiggetlenségvizsgalat Ay,..., A, és By,..., B, teljes eseményrendszerek.

H, : az egyenl6ség nem minden ¢, j-re teljesiil

Linearis regresszio

Legyen X, Y két val. valtozd, véges, nem nulla szorassal. A két val. valtozd kozott
Y=aX+0b
linearis kapcsolatot feltételeziink. Olyan a, b-t keresiink, melyre
E((Y —aX —b)?%)

minimalis. Ez a legkisebb négyzetek modszere.
Legyen (X,Y) parra stat. minta (z1,91),. .., (Zn,yn). Olyan a,b-t keresiink, melyre

n

fla,b) = (i — (aw; + b))

i=1

minimalis. A szélsSérték feltétele:
g =0 ¢és of =

Oda %_0



A parcialis derivalast elvégezve és atrendezve:

n n n
aZx? + bzxi = Zﬂfzyz
i=1 i=1 i=1
n n
a Z z; +bn = Z Yi
i=1 i=1

Ennek a megoldasa a, l;, az a,b becslése. A regresszids egyenes egyenlete:

Sy

Hla—a)+7

y:&m—l—l;:f

ahol S;, S, az empirikus szérasok, 7 a korrelacids egyiitthat6é becslése.



