Interpolacié

Adottak zg,x1,...,z, kilonb6z6 alappontok és a hozzajuk tartozo yo,y1,- - -, Y, fliggvényértékek. Hatarozzuk
meg azt a fliggvényt, amelyik az adott pontokban az adott értékeket veszi fel. Ezt az eljarast interpoléciénak
nevezziik.

Tétel 1 (Interpoldciés polinom létezése)
Adottak az xqg, 21, . .., x, kilonbozd alappontok és a nekik megfeleld yo, vy, ..., yn fligguényértékek. Ekkor egyér-
telmien létezik egy legfeljebb n-ed foki p,(x) polinom, melyre

pe(zi) =y, 1=0,1,...,n

Lagrange interpolacio

Az interpolécios polinomot az aldbbi médon adjuk meg;:
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Hermite interpolacio

Definicié 1 (Hermite féle interpoldcios polinom)
Adottak az o, 21, ..., Ty Irjunk eld az alappontokban a fiigguényértékeken kivil bizonyos szimi derivdltat is:

zp —ban  f(xg), f(xr), ..., N V() k=0,...,m

Igy dsszesen Ny + Ny + - - - + N, szami fiigguényértéket és derivdltat irtunk eld.
Legyen n:= No+ N1 +---+ N,,, —
Feladat: Adjuk meg azt a H,(x) n-edfoki polinomot, amelyre teljesiil, hogy:

H”(L’I)(xk;):f(l)(xk) 207...,774 i:O7"'?Nk_1

A fenti feltételeknek megfeleld H, (x) polinomot Hermite féle interpoldcids polinomnak nevezziik.

Tétel 2 (Hermite féle polinom létezése)
A fenti feltételeknek megfelelé H,, (x) n-edfoki polinom létezik és egyértelmd.

Megjegyzések:

1. Ha csak fliggvényértékek adottak (azaz Ny = --- = N,,, = 1), akkor a Lagrange interpolacios polinomot
kapjuk vissza.

2. Ha k = m = 0, akkor a Taylor polinomot kapjuk vissza.

Az interpolécié hibaja:
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Spline interpolacié

A klasszikus interpoldciot magas fokszamra nem el6ny6s alkalmazni. Sok esetben elényGsebb a szakaszonként
(alacsony) adott fokszamu interpolacié (spline interpoléacid) alkalmazéasa. Ez szakaszonként Hermite tipusa
interpolaciot jelent. Legegyszertibb a masodfoku, legelterjedtebb a kobos (harmadfoku) spline interpolacio
hasznélata.

Jelolje Cla,b] az [a, b]-n folytonos fliggvények halmazat.

Definicié 2 (Kobés interpoldciés spline)
Legyen f € Cla,b] adott ésa =29 < a1 < ---<zp=0>, fla;)=y; i=0,...,n. Az f figguényt interpolilo
kébis S(x) spline-t a kévetkezé mddon definidljuk:

1.

SN

S szakaszonként harmadfoki polinom, S;(x) := S

[wiaipd] ¢=0,...,mn—1
S(xz;) = y; (Tehdt S interpoldlja f-et)

Si(xit1) = Siv1(miy1) i=1,...,n—2 (Folytonosan csatlakoznak)
Si(wit1) = Si 1 (xig1) i=1,...,n—2 (S-nek nincsenek sarkai)

S (xiz1) = S 1 (xig1) i=1,...,n—2 (Gorbiiletek egyenldsége)

Tovdbbd teljesiil még valamelyik a kovetkezd peremfeltételek kéziil:

(a) S"(a) = S"(b) = 0 természetes peremfeltételek
(b) S'(a) = f'(a), S'(b)= f'(b) Hermite feltételek
(c) S'(a) =5'(b), S"(a)=S8"(b) periodikus feltételek

Interpolacié hasznalata numerikus integralasnal

Az eredeti fiiggvény integrélja helyett az interpolécios polinom integraljat lehet hasznélni.

1.
2.
3.

Trapézformulanal a fiiggvényt az elséfoki Lagrange interpolacids polinomjéaval helyettesitjiik.
Simpson formulanal a fiiggvényt a masodfoka Lagrange interpolacios polinomjaval helyettesitjiik.

Interpolacios tipusu kvadrataraformuldknél
Legyenek [a,b]-ben az alappontok a = z¢p < 21 < -+ < x, = b és f(x)-et interpolaljuk a Lagrange
interpolacios polinommal. Ekkor f(z) = L, (f,z) + H.(f,z), ahol H,(f,x) a hibatag. Ekkor

/abf(x)dx:/abLn(f,m)der/aan(ﬁm)dx

Ha a hibaintegrél kicsi, akkor f integralja helyett L,, integréaljat szadmolhatjuk.



