Matrixok, determinans, linearis egyenletrendszerek, oszlopvektorok tere

Matrixok

Definicié 1 (Madtrix) Legyen T test. (T dltaldban R vagy C) A T elemeibdl képzett, n sorbol és m oszlopbdl
dllo (téglalap alaki) tdbldzatot n x m-es mdtriznak nevezzik. Jelolés: A mdtriz, A € T"*™. Az A mdtriz i-edik

sordnak j-edik eleme: a;; t=1,...,n j=1,...,m. Jelolés: A= {a;;}
a1 ai2 .. A1m
az1 Q22 ... Q2m
A =
an1 ap2 ... Apm,

Megj: Ha n = m, azaz A € T™*™, akkor négyzetes matrixrol beszéliink.
Azt a négyzetes matrixot, ahol a f64tlo elemei (a;;-k) 1-esek, mindenhol mashol csupa nulla egységmdtriznak
nevezziik.

Miiveletek matrixokkal

Definicié 2 (Osszeadds) Azonos tipusi mdtrizokon definidljuk az 6sszeaddst. Ekkor az dsszeaddst elemenként
végezzik (megfeleld elemet a megfeleld elemhez adjuk.) Azaz legyen A,B € T"*™, A = {a;;}, B = {b;;}. Ekkor
A + B = {aij + b”}

Definicié 3 (Skaldrral valo szorzds) A mdtriz minden elemét megszorozzuk ugyanazzal a skaldrral. Azaz
legyen A € T A = {a;;},A € T. Ekkor NA := {)a;;}.

Tétel 1 (Mdtrizok tere) A T™*™-beli mdtrizok a fenti ésszeaddsra és szorzdsra nézve T feletti vektorteret
alkotnak.

Megj: Az n x m-es matrixok terének dimenziodja n - m.

Definicié 4 (Szorzds) Legyen A € T"*" B € T™*™ mdtrizok. (Tehdt A oszlopainak szdma egyezzen meg B
sorainak szdmdval!). Ekkor a C := A-B,C € T™™ mdtrizot igy definidljuk (A = {ai;}, B = {bi;},C = {ci;}):

I
Cij = E @ikbkj
k=1

(A C i-edik sordnak j-edik elemét igy kapjuk, hogy vesszik az A i-edik sordnak és a B j-edik oszlopanak skaldris
szorzatdt.)

Megj: A maétrixok szorzdsa nem kommutativ. S&t: Ha A - B elvégezhetd, akkor nem biztos, hogy B - A is
elvégezhets. Akkor és csak akkor végezhetd el a szorzas mindkét irdnyban, ha A és B azonos méretd négyzetes
matrixok. De a kommutativitas ezeknél sem teljestil.

A T test feletti n x n-es matrixok a fenti dsszeadasra és szorzasra nézve gytiriit alkotnak. A szorzas egységeleme
az egységmatrix.

Definicié 5 (Transzpondlds) Legyen A € R"*™, Ekkor A transzpondltja, AT az az m x n-es mdtriz, melyre

ag;» = aj;. Négyzetes mdtrizok esetén a transzpondltat vgy kapjuk, hogy az elemeket tikrozzik a fodtlora (ag;

elemek).

Determinéans
Definicié 6 (Permutdcid, inverzid) Az 1,2,... n elemek egy sorrendjét az elemek egy permutdcidjinak ne-
vezziik. A permutdcio valdjdban egy {1,2,... ,n} — {1,2,...,n} bijekcié. A permutdiciéban két elem inverzidban

all, ha kézilik o nagyobb megeldzi a kisebbet. FEgy permutdcio inverzidszamdn az inverzioban dllo elempdrok
szdmdt értjik. Ha o-val jeloljik a permutdciot, akkor a o permutdcid inverzidszamdt I(o)-val jeloljik.



Definicié 7 (Determindns) Legyen A € T"*™ mdtriz.

a1 a2 ... Qin

ag1 a2 e A2n,
A =

anp1 Aap2 ... QApn

Az A mdtriz determindnsa, det A az aldbbi mddon képzett T-beli elem (szdm):

ail a2 e A1n,
a21 as2 e ao2n
det A = : . ‘ = Z(fl)l(a)alo(l)aga(g) ‘e ano(n)
. . . =
apl Anp2 ... QGpn
Példa: 2 x 2-es determinans

e a11G22 — 12021
a21 Aa22

Determinans tulajdonsagai

e Ha a {64tlo felett (also haromszog matrix) vagy a {6atlo alatt (fels6 haromszog matrix) minden elem nulla,

akkor a determinans a f6atlobeli elemek szorzata.
e Ha valamelyik sor vagy oszlop minden eleme nulla, akkor a determinéns nulla.
e Ha valamelyik sor vagy oszlop minden elemét A-val szorozzuk, akkor a determindns A-val szorzodik.
e Ha két sor (vagy két oszlop) egyenld, akkor a determinéns nulla.
e Ha valamelyik sor (illetve oszlop) egy masik sor (illetve oszlop) A-szorosa, akkor a determinans nulla.
e Ha két sort (két oszlopot) felcseréliink, akkor a determinans ellentettjére valtozik.

e Ha az elemeket a f6atlora tiikrozziik, akkor a determinans nem valtozik.

Definici6é 8 (Eljjeles aldetermindns) Ha egy n X n-es determindns (illetve mdtriz) i-edik sordt és j-edik
oszlopdt elhagyjuk, akkor egy (n — 1) x (n — 1)-es determindnsot kapunk. Az a;; elemhez tartozo A;; eldjeles
aldetermindnson ennek a determindnsnak a (—1)"7-szeresét értjiik.

Definicié 9 (Kifejtési tétel) Determindns i-edik sor szerinti kifejtése:
det A =apn A + aiglin + - + ainAin = Z aij Aij
j=1

ahol A;; az n X n-es A mdtriz a;; eleméhez tartozo eldjeles aldetermindns.
Hasonléan mikodik az oszlop szerinti kifejtés is.

Tétel 2 det(A- B) =det A-det B

Vandermonde determinans

1 wi W? Wit
1 Wl w2 o ot
2 2 2
V(W1,wz,...7wn) =, A A i — H (wz_wJ)
- - - - 1<j<i<n
1wl w? wp™



Tétel 3 (Mdtrix inverzének létezése) Az A € T"*" mdtriznak akkor és csak akkor létezik inverze, ha
det A#0. (A7 az a mdtriz, melyre AA=™r = A=Y A =1, ahol I az egységmdtriz) Ha det A # 0, akkor

A Ao A\
1 1 A21 A22 . Agn
T detA | : :
Anl An2 e Ann

ahol A;; az n x n-es A mdtriz a;; eleméhez tartozo eldjeles aldetermindns.

Lineéaris egyenletrendszerek

Definicié 10 (Linedris egyenletrendszer) Az
a1+ apTs + -+ amTm = by

a21%1 + A22%2 + - + A2 Ty = b2

Ap1%1 + Ap2X2 + -+ + ATy = bn

n darab egyenletet m ismeretlenes (1,22, ..., %m ismeretlenek, a;;,b; adott) linedris egyenletrendszernek nevez-
ziik. Legyen
ai;  aiz a1m xy by
as a2 azm To ba
A= ) T = b=
Gnl  Gp2 - Gpm Tm bn

Ekkor az linedris egyenletrendszert matriz alakban felirva: Ax = b. Adott A,b és keressiik az x megolddsvektort.

Gauss eliminacié

A Gauss eliminécié egy tobblépéses modszer az Az = b linearis egyenletrendszer megoldasara. A modszer
lényege, hogy az Alb n x (m + 1)-es, ugynevezett kib&vitett matrixon sormiiveleteket végziink addig, amig a
lehetd legtobb elem kinullazasaval olyan ekvivalens egyenletrendszerhez (méatrixhoz) jutunk, amelybdl a megol-
déasok (amennyiben létezik megoldéas) mar konnyen leolvashatdk illetve felirhatok. Megengedett sormitiveletek a
kovetkezdk (sor=egyenlet):

e Egy sort egy nem nulla skalérral beszorozhatunk.
e Egyik sorhoz hozzdadhatjuk egy mésik sor skalarszorosat.
o Két sort felcserélhetiink.
e A csupa nulldbdl all6 sorokat elhagyhatjuk.
A cél egy olyan alak elérése (redukalt lépcsds alak), ahol
e a sorok (esetleg néhany nullat kovetSen) 1-gyel kezdGdnek
e az ilyen egyesek alatt és f6lott a tobbi sorban mindent kinulldzzunk

Megj: Bizonyos forrasok csak azt hivjak Gauss eliminaciénak, amig a sorok egy nem nulla szammal kezdSdnek
(tehat nem normaljuk Gket 1-re) és csak alattuk nulldzunk ki mindent, felettiik nem. Ebben az esetben, ha
az eljaras tobbi részét (l-esre normaélas, nullazas az l-esek folott) is megesinaljuk akkor azt Gauss-Jordan
eliminaciénak nevezik.



Definicié 11 (Mdtriz rangja) Legyen A € T™ ™ mdiriz. Az A mdtriz oszloprangjdnaek nevezzik az osz-
lopvektorokbdl alkothato maximdlis fiiggetlen rendszer elemszdmdt. Ez mem mds, mint az oszlopvektorok dltal
generdlt vektortér dimenzidja. Hasonléan definidlhatd a mdtriz sorrangja is. Beldthatd, hogy a sor és oszloprang
egyenld, ezt a mdtrixz rangjinak nevezzik. Jelolés r(A)

Tétel 4 (Linedris egyenletrendszer megoldhatésdga) Az Ax = b linedris egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha r(A) = r(A|b). A megoldds csak akkor egyértelmi, ha ez a kizds rang megegyezik az
ismeretlenek szamdval.

Tétel 5 (Cramer szabdly)
Ha A e T"*™ és det A £ 0, akkor az Az = b egyenletrendszernek pontosan egqy x megolddsa van és

det Ak
T =

=1,....,n

det A ’

ahol az Ay matrizot ugy kapjuk, hogy az A mdtriz k-adik oszlopdt b-re cserélyik.

Tétel 6 Ha A € T™ ™ és det A =0, akkor az Ax = b egyenletrendszer vagy nem oldhaté meg vagy eqynél tobb
megoldasa van.

Tétel 7 Ha A € T"*", akkor az Ax = 0 homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik 0-tdl
kiilonbozo megolddsa, ha det A = 0.



