Differencialszamitas és alkalmazasai. (Egy és t6bbvaltozos esetben)

Definicié 1 (Differenciahdnyados fiiggvény)
Legyen f(x) egy fiiggvény, az a pedig a Dy egy belsé pontja. A

f(z) — f(a)
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fiigguényt az a helyhez tartozo differenciahdnyados fiigguénynek nevezziik.

Az f(x) grafikonjinak (a, f(a)) és (x, f(x)) pontjain dtmend szeld meredekségét adja meg.

Definicié 2 (Differencidlhdnyados, differencidlhatosdg egy adott helyen)

Ha a az f(x) értelmezési tartomdnydnak egy belsd pontja és a d,(x) differenciahdnyados figgvénynek az a helyen
létezik véges hatdrértéke, akkor azt mondjuk, hogy f(x) differencidlhato az a helyen és a lim,_,, d,(x) szdmot az
f(z) figgvény a-beli differencidlhdnyadosinak nevezzik és f'(a)-val jeloljik.

Az f'(a) a grafikon (a, f(a)) pontbeli érintdjének meredekségét adja meg.

Definicié 3 (Differencidlhaté (derivdlhato) fiiggvény)

Legyen H az f(x) figguény Dy értelmezési tartomdnydnak nydlt, nem dres részhalmaza. Azt mondjuk, hogy f(z)
differencialhato a H halmazon, ha f(x) differencidlhato a H minden pontjiban. Ha H = Dy, akkor réviden
differencidlhato fiigguényrdl beszélink.

Definicié 4 (Differencidlhdnyados fiiggvény, derivdlt)

Tegyiik fel, hogy az f(x) figgvény a Dy minden belsd pontjat tartalmazé H halmazon differencidlhato. Azt a
fiigguényt, amely a H halmaz minden pontjéhoz az f(x) adott pontbeli differencidlhdnyadosdt rendeli hozzd, az
f(z) differencidlhinyados fiigguényének, réviden derivdltjiénak nevezzik. Jele: f'(z).

Tétel 1 (Differencidlhatosdg és folytonossdg kapcsolata)
Ha az f(z) differencidlhato az xo helyen, akkor ott folytonos is.
Ha az f(z) folytonos az xy helyen, abbol nem kovetkezik, hogy differencidlhatd is ott. Pl. f(x) = |x| a 0-ban.

Derivalasi szabalyok
Ha f(x) és g(x) differencialhato fiiggvények, akkor

(f(@) +g9(2)) = f'(x) + 4'(2)
(f(2) = g(z)) = f'(x) — ¢'(2)
(f(@) - 9(x)) = f'(z) - g(x) + [ - g'(x)

—f-9' (@)

Inverz fiiggvény derivaltja

- (@)
Elemi fiiggvények derivaltja (tablazatbol sszegytjthetd).

Tétel 2 (Derivdlt és monotonitds, szélséérték, konvexitds)

Ha az f(x) az [a,b]-n derivdlhaté ésVz € (a,b) f'(z) > 0, akkor f(z) az [a,b]-n szig. mon. nd.

Ha az f(z) az [a,b]-n derivdlhaté és Vz € (a,b) f'(z) <0, akkor f(z) az [a,b]-n szig. mon. csokken.
Ha f(x)-nek az xo-ban lokdlis szélséértéke van és ott derivdlhato, akkor f'(z¢) = 0.

Ha f'(z0) =0 és f"(xo) > 0, akkor f(x)-nek xo-ban lokdlis minimuma van.

Ha f'(x0) =0 és f"(xg) < 0, akkor f(x)-nek xo-ban lokdlis mazimuma van.

Ha az f(x) az [a,b]-n kétszer derivdlhatd és Vx € (a,b) f"(x) > 0, akkor f(x) az [a,b]-n konvex.

Ha az f(z) az [a,b]-n kétszer derivdlhatd és Vx € (a,b) f"(x) <0, akkor f(x) az [a,b]-n konkdv.

Ha ["(x¢) =0 és f"(x) az xo-ban eldjelet vdlt, akkor f(x)-nek xo-ban inflexids pontja van.



Tétel 3 (Lagrange-féle kozépértékiétel)

Ha f az [a,b]-n folytonos, az (a,b)-n derivdlhatd, akkor 3c € (a,b), melyre f'(c) = W.

Spec. eset (Rolle tétel): Ha f az [a,b]-n folytonos, (a,b-n derivilhaté és f(a) = f(b), akkor 3c € (a,b), melyre
f'(e) =0.

Alkalmazasi teriiletek: Erint egyenletének meghatéarozasa egy fiiggvényhez adott pontban, szélséértékfeladatok,
fliggvényvizsgalat (monotonités, konvexitas).

Példa a fizikabol: Az elmozdulas id§ szerinti derivaltja a sebesség, a sebesség idG szerinti derivaltja a gyorsulas.



