Integralszamitas és alkalmazasai. (Egy és tobbvaltozos esetben)

Hatarozatlan integral

Definicié 1 (Primitiv fiiggvény)
Legyen I C R intervallum és f : I — R fiigguény. Az F : I — R fiigguényt az f primitiv fiigguényének nevezzik,
ha F derivdlhato I-n és F'(x) = f(x) Vx e l.

Megjegyzés: Ha F primitiv fliggvénye f-nek, akkor F'+ ¢ is, ahol ¢ € R tetszéleges konstans. Ugyanis (F+c¢)' =
F'=f.

Definicié 2 (Hatdrozatlan integrdl)

Legyen f : I — R olyan fiigguény, amelynek van primitiv figguénye. Az f fliggvény primitiv figgvényeinek
halmazdt f hatdrozatlan integrdljdnak nevezzik. Jeldlés:

/f(z)dl" vagy /f

Alapintegralok (tablazatbol 6sszegytijthets).
Definicié 3 (Darbouz-tulajdonsdg)
Az f : I — R figguény Darbouz-tulajdonsdgi, ha két felvett fiigguényérték kiozott minden kézbeesd értéket is

felvesz.

Tétel 1 (Primitiv fiiggvény létezésének sziikséges feltétele)
Ha f: 1 — R és f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor f Darbouz-tulajdonsdgi.

Tétel 2 (Primitiv fiiggvény létezésének elégséges feltétele)
Barmely intervallumon folytonos fiigguénynek van primitiv fiigguénye.

forcf
Jt+a=[r+[s

Miiveletek primitiv fliggvényekkel

Integralasi modszerek

1. Parcialis integralés
[fa="fa—[1d

2. Helyettesités
J f(z)dx helyett [ f(g(t))g (t)dt integralasa, ha x = g(t)

3. Raciondlis tortfiiggvények parciélis tortekre bontasa

Hatarozott integral

Definicié 4 (Intervallum felosztdsa)
Legyen I = [a,b]. A v :={xg,21,...,2n}-t az I intervallum eqgy felosztisdnak nevezzik, ha

a=xg<x1<--<xTp=">b

Az I intervallum dsszes felbontdsdinak halmazdt jelolje F(I).



Definici6é 5 (Also és felsé kozelité 6sszeg)
Legyen f : I — R egy korldtos figgvény és v := {xo,x1,...,Tn} az I intervallum egy felosztdsa.

my = inf{f(z): 21 <z <3}

M; = sup{f(z) :zi1 <z <x;}

s(f,v) = Z(T/i —Xim1)my

n

S(f,v) = Z(xz —x-1)M;

i=1

Az s(f,y)-till. az S(f,7)-t az f 7 felosztdshoz tartozd alsé ill. felsd kozelité dsszegének nevezziik.

Definicié 6 (Darboux és Riemann integrdl)
Az

L(f) := sup{s(f,7) : v € F(I)}

szamot az f Darbouz féle alsé integraljinak nevezziik.
Az

I (f) = inf{S(f,7) : v € F(D)}

szamot az f Darbouz féle felsd integraljinak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az f : I — R korldtos figgvény (Riemann) integrdlhatd, ha L.(f) = I*(f). Az L.(f) = I*(f)
szdmot az f figgvény (Riemann) integrdljanak nevezzik. Jelolés:

b b
I(f) vagy/ f vagy/ f(z)dz

Az [a,b]-n (Riemann) integrdlhato figguények halmazdt Rla,bl-vel jelsljiik.

Az [a, b]-n pozitiv értékd f fliggvény esetén az integrél a gorbe alatti teriiletet adja meg:

7= / ' Ha)d

/abc.f:c./abf
/ab<f+g)=/abf+/abg

Tétel 3 (Intervallum szerinti additivitds)
b c c
o=/

Tétel 4 (Folytonos fiiggvény integrdlhatosdga)
Ha f : [a,b] — R folytonos figguény, akkor integrdlhato.

Miiveletek integrallal

Tétel 5 (Newton-Leibniz formula, azaz a hatdrozott integrdl is a primitiv fliggvény kapcsolata)
Ha az f : [a,b] — R fiiggvény integrdlhato és f-nek létezik F' primitiv figgvénye, akkor

[ r=r0-rw



Integralszamitas alkalmazasai

Sikidomok teriilete
Ha egy sikidom definidlhat6 a

H::{(x,y)ERZ:angb,OSyﬁf@)}CRZ

ponthalmazként, ahol f : [a,b] — R integralhato fliggvény, akkor a sikidom teriilete

T= /ab f(z)dx

Példa: Kor teriiletének kiszamitasa: f: [0, R] — R, f(x) = vV R? — 22

R
T= 4/ f(z)dz = R*m
0

Figgvénygrafikon, mint gérbe ivhossza
Ha f : [a,b] — R derivalhato fiiggvény és f’ folytonos, akkor grafikonjanak ivhossza

b
z:/ V1T (F@)2da

Forgastest térfogata
Az f : ]a,b] — R folytonos (pozitiv értéki) fliggvény grafikonjanak x tengely koriili megforgatasaval nyert
forgéstest térfogata:

b
Ver [ ()
Forgastest felszine

Az f : [a,b] — R folytonosan differencialhaté (pozitiv értéki) fiiggvény grafikonjanak z tengely koriili megfor-
gatdsaval nyert forgastest palastjanak felszine:

b
A:%/ F@)VI T (F(@)2de

Improprius integral

Ha az integralas soran vagy az intervallum vagy a fiiggvény nem korlatos, akkor beszélhetiink improprius integ-
ralrol.

Definicié 7 (Improprius integrdl, ha az intervallum nem korldtos)

r— 00

/ f)dt := lim f)de
ha ez a hatarérték létezik.

Definicié 8 (Improprius integrdl, ha az fliggvény nem korldtos)

Ha lim,_ ., f = oo, akkor
b T
/ f)de .= 111})1 / ft)de

ha ez a hatarérték létezik.



