Oszthatdsag

(Az alabbiakban mindenhol egész szdmokrol beszéliink, ezért ezt nem mindig irjuk oda.)

Definicié 1 (Oszthatdsdg) Legyen a,b € Z. Azt mondjuk, hogy b oszthatd a-val, ha 3c € Z, hogy b = ac.
Ekkor a osztéja b-nek. Jelolés: alb. (Megj: Az oszthatdsdg egy rendezési reldcio.)

Tétel 1 Ha alb és a|c, akkor alb+ c.
Ha alb, akkor albe.
Ha alb és alc, akkor a|ab+ Be.

Definicié 2 (Egység) Az c-t (most € € Z, de mds halmazokon is definidlhatd) egységnek nevezzik, ha minden-
nek osztdja. AzazVa € Z,e|a. Egységek Z-ben: —1,1.

Definicié 3 (Asszocidlt) Az a,b asszocidltak, ha egymds egységszeresei. Masik def: Kolcsonidsen osztjik egy-
mdst. A 2 def. ekvivalens. (Megj: Az asszocidltsdg egy ekvivalencia reldcid.)

Definicié 4 (Felbonthatatlan (irreducibilis)) Egy nem nulla, nem egység szém felbonthatatlan, ha az egy-
ségeken és dnmaga egqységszeresein kivil nincs mds osztdja.

Definicié 5 (Prim) A nem nulla, nem egység p-t primnek nevezziik, ha plab esetén pla vagy plb.

Tétel 2 Z-ben felbonthatatlan és a prim ekvivalens fogalmak. Azaz eqy szam akkor és csak akkor felbonthatatlan,
ha prim.

Tétel 3 (Szdamelmélet alaptétele, primitényezds felbontds) Minden nem nulla, nem egység szam felirhato
felbonthatatlanok szorzataként és ez a felbontds a sorrendtdl és eqységszerestdl eltekintve egyértelmi.

Definici6é 6 (Legnagyobb kézds osztd) Az a és b legnagyobb kézis osztdja a d szdm, ha

1. dla és d|b

2. Ha cla és c|b, akkor c|d.

Jelélés d = Inko(a,b) vagy d = (a,b). Megj: Ha (a,b) = 1, akkor a és b relativ primek.

Tétel 4 (Maradékos osztds) Minden a,b # 0-hez egyértelmien létezik q,r, hogy a = bq+r, ahol 0 < r < |b).

Tétel 5 (Euklideszi algoritmus, eljdirds (a,b) meghatdrozdsdra) Legyen a,b # 0. Maradékos osztdsok
sorozatdt végezzik a,b-bdl kitndulva, amig 0 maradékot nem kapunk:

a=bq + 11

b=r1q2 + 12

rL =T2q3 + 73

Tn—1 = Tnqn+1 + Tnt1
Tn = Tn+1Qn+2 + 0

All: Az utolsé nem nulla maradék éppen a és b legnagyobb kézos osztdja. Azaz: rni1 = (a,b).
Definicié 7 (Linedris diofantoszi egyenlet)
Az + By =C

ahol A, B,C egészek és keressik az x,y egész megolddsokat.



Tétel 6 (Linedris diofantoszi egyenlet megoldhatosdga) Az Ax+By = C akkor és csak akkor megoldhatd,
ha (A, B)|C. Ha xo,yo megoldds, akkor a tébbi (végtelen sok) megoldds alakja:
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Definici6 8 (Kongruencia) Az a,b szamokat az m # 0 szdmra (modulusra) nézve kongruensnek nevezziik,
ha a és b ugyanazt a maradékot adjik m-mel osztva. ("a kongruens b-vel modulo m") Jelolés: a = b (mod m)
vagy a =b (m). Tehdt a =b (m) < m|a —b.

Tétel 7 ca=chb (m) < a=b (LC))

Tétel 8 ((Kongruencia, mint ekvivalencia reldcié, maradékosztdlyok) Adott m modulusi kongruencia

ekvivalencia relicid Z-n. Az ennek megfeleld m darab ekvivalenciaosztdlyt maradékosztilyoknak nevezziik mod
m.

Definicié 9 (Egyismeretlenes linedris kongruencia) Adott a,b,m mellett keressiik az ax =b (m) kongru-
encia x megolddsait.

Tétel 9 (Linedris kongruencia megoldhatésdga, megolddsok szdma) ax = b (m) megoldhaté <~
(a,m)[b. Ugyanis ax = b (m) megolddsa az ax — b = my linedris diofantoszi egyenlet megolddsdt jelenti.
Megolddsok szamdn a megolddsként szerepld maradékosztalyok szdmdat értyik. Ha egy maradékosztily eqy eleme
megoldds, akkor az ésszes eleme az. Ilyen értelemben (a,m) darab maradékosztdily a megoldds.

Tétel 10 (Kinai maradéktétel) Az

r=cp (mg)
(my,m;) =1, ha i#j

szimultdn linedris kongruencia rendszernek létezik egyértelmi megolddsa mod my - mg - ... - my.

Szamelméleti fiiggvények

Legyen az n primtényezds felbontésa
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1. Az n > 0-hez relativ prim, n-nél kisebb pozitiv egészek szama (Euler-féle o-fliggvény)
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2. Az n szam pozitiv osztoinak szama
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d(n) = (o1 + (o2 +1)... (ap +1) = [J(s + 1)
i=1

3. Az n szdm pozitiv osztdinak Osszege



4. Mobius fliggvény

1 ha n négyzetmentes és a primtényezsk szama péros
u(n) = ¢ —1 ha n négyzetmentes és a primtényezék szdma paratlan

0 ha n nem négyzetmentes

Tétel 11 (Euler-Fermat tétel) Ha (a,m) = 1, akkor a®™) =1 (m). Spec. eset: Kis Fermat tétel: Ha p
prim, akkor o = a (p) barmely a-ra.

Definicié 10 Az f(n) szamelméleti fiigguényt multiplikativnak nevezzik, ha ¥(a,b) =1 esetén f(a-b) = f(a)-
f(b).

Definicié 11 Az f(n) szamelméleti fiiggvényt additivnak nevezzik, haV(a,b) = 1 esetén f(a+b) = f(a)+ f(b).
Tétel 12 A ¢(n),d(n),o(n), u(n) multiplikativ szamelméleti figgvények.
Definicié 12 (Osszegzési fiiggvény)

g(n) =Y f(d)

d|n

Tétel 13 A ¢(n) dsszegzési fiigguénye g(n) = n.
A Mébius fligguény 0sszegzési fiigguénye n = 1-re 1, eqyébként 0.

Tétel 14 (Mobius-féle megforditdsi fiiggvény)

g(n) = 3" f(d) = f(n) = Y p(5)g(d)

d|n d|n



